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38 Zweiter Abschnitt.

§ 19.

Betrachten wir jetzt den Ausdruck ez, in welchem a wieder
relative Primzahl gegen den Modul % ist, und setzen wir wieder
fiir # der Reihe nach die Glieder eines vollstindigen Systems in-
congruenter Zahlen ein, aber nicht alle, sondern nur diejenigen

1y Ggy A3« .
welche relative Primzahlen gegen den Modul % sind, und deren
Anzahl nach dem vorigen Paragraphen gleich ¢ (k) ist, so leuchtet
erstens ein, dass die Werthe des Ausdrucks az, d. h. die Producte
aa, ad, adg .
simmtlich incongruent sind, ferner, dass dieselben simmtlich wieder
relative Primzahlen gegen % sind; es wird daher jedes dieser Pro-
ducte einem und nur einem Gliede der Reihe
ayy ty dg .
congruent sein. Wir konnen daher setzen
aa, = b,

&
aa, = b, { (mod. k),
aas = by}
u. 8. W.
wo nun die Zahlen
by, ba, b; . .

vollstindig, wenn auch in anderer Ordnung, mit den Zahlen
ayy Ggy Gg . .

iibereinstimmen, so dass namentlich

Uy Oy - Ly = 0159 b; .'5, A
sein wird. Bezeichnen wir zur Abkiirzung dieses Product mit P,
und multipliciren wir die vorstehenden ¢ (%) Congruenzen mit ein-
ander, so erhalten wir daher

a?® . P = P (mod.k).
Nun ist aber P ein Product von lauter Zahlen, die relative Prim-
zahlen gegen den Modul sind, also selbst relative Primzahl gegen
den Modul %; es ist daher nach §. 17, 6. gestattet, die vorstehende
Congruenz durch den gemeinschaftlichen Factor P beider Seiten

ohne Weiteres zu dividiren. Auf diese Weise erhalten wir die .
Congruenz
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a?® = 1 (mod. k);
in Worten kann man diesen hichst wichtigen Satz folgendermaassen
aussprechen:

Ist a relative Primzahl gegen die positive Zahl &, und erhebt
man a 2u einer Potenz, deren Exponent @ (k) angiebt, wie viele der
Zahlen

1,2,3...%
relative Primzahlen gegen k sind, so ldsst diese Potenz, durch k di-
vidirt, stets den Rest 1.

Nehmen wir z. B. £ = 15, a = 2, so ist @ wirklich relative
Primzahl gegen %; nun ist ¢ (k) = ¢ (15) = ¢ (3) @ (5) = 8; es
muss daher 28, durch 15 dividirt, den Rest-1 lassen; in der Thatist

28 — 256 = 17 . 15 4 1.

Es kann iibrigens vorkommen, dass auch Potenzen von ¢ mit
niedrigerm Exponenten als ¢ (k) denselben Rest 1 geben. Dies tritt
wirklich in dem eben gewihlten Beispiel ein, denn es ist auch

24=16=1.1541.

Specialisiren wir unsern Satz fiir den Fall, dass % nur durch
eine einzige Primzahl p theilbar, also

k= pm ok) = (p—1)p™?
ist, so erhalten wir den Satz:

Ist p eine Primezahl und a irgend eine durch p wicht theilbare
Zahl, so ist
' ae—0r" 1 = 1 (mod. pm).

Nehmen wir ferner hierin # — 1, so erhalten wir einen be-
rithmten Satz, der zuerst von Fermat aufgestellt ist und daher der
Fermat’sche Satz heisst:

Ist p eine Primzahl und a irgend eine durch p nicht theilbare
Zahl, so ist

ar—! = 1 (mod.p).

Man kann diesen Satz so umformen, dass er auch fiir den
Fall giiltig bleibt, wenn a durch p theilbar ist; zu diesem Zweck
braucht man nur die vorstehende Congruenz mit @ zu multipli-
ciren, wodurch sie in die folgende

a? = a (mod. p)
iibergeht. Ist nimlich a theilbar durch p, so sind beide Seiten
dieser Congruenz = 0 (mod. p), also ist sie auch dann noch richtig.
Umgekehrt kann man aus dieser Form des Satzes auch wieder die
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