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Congruenz der Zahlen. 43

selben Congruenz; man sieht alle solche einander congruenten
Wurzeln daher nur wie eine einzige Wurzel an, und das Problem
der vollstindigen Auflsung der Congruenz kommt daher darauf
zuriick, alle unter einander incongruenten Wurzeln derselben auf-
zufinden.

Ferner leuchtet ein, dass jede Wurzel der obigen Congruenz,
sobald

a=d, b=0b...9=¢, h="n (mod.k)
ist, auch eine Wurzel der Congruenz
adzr+bem14 ..o g2+ b =0 (mod. k)

sein wird, und umgekehrt. Beide Congruenzen sind daher auch
nur wie eine und dieselbe anzusehen; denn beide stellen an die Un-
bekannte z genau dieselbe Forderung. Hieraus erhellt unmittel-
bar, dass man aus jeder Congruenz von der obigen Form ohne
Weiteres alle diejenigen Glieder fortstreichen darf, deren Coeffi-
cienten durch den Modul theilbar sind ; der Exponent der hichsten
Potenz von z, welche nach dieser vorldufigen Ausscheidung zuriick-
bleibt, heisst dann der Grad dieser Congruenz; ist z. B. in der
obigen Congruenz der erste Coefficient ¢ nicht durch den Modul %
theilbar, so heisst dieselbe eine Congruenz mten Grades.

Wenden wir diese Benennungen z. B. auf die Congruenz

29® = 1 (mod.k)

an, so miissen wir sagen, dass dieselbe genau ebenso viele (incon-
gruente) Wurzeln besitzt, als ihr Grad ¢ (k) Einheiten enthilt;
denn erstens geniigen alle relativen Primzahlen gegen den Modul
der Congruenz, und diese zerfallen in ¢ (k) Classen; und zweitens
kann die Congruenz keine andern Wurzeln haben als diese; denn
der grosste gemeinschaftliche Divisor & einer Wurzel x und des
Modul % ist auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen z#® und
k, folglich auch (§. 18) der Zahlen 1 und %; folglich kann & nur
== 1 sein.

§ 22.

Wir wenden uns nun nach den vorhergehenden allgemeinen
Erorterungen zu dem einfachsten speciellen Fall, némlich zu der
Congruenz ersten Grades, welcher man offenbar durch Trans
position-des bekannten Gliedes stets die Form
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ax = b (mod. k) 1)
geben kann. Betrachten wir auch hier zuniichst nur den speciellen
Fall, in welchem der Coefficient a relative Primzahl gegen den
Modul % ist, so ergiebt sich unmittelbar, dass diese Congruenz stets
eine, aber auch nur eine Wurzel hat. Denn wir haben frither
(§. 18) gesehen, dass die Werthe des Ausdrucks ez, welche man
erhilt, wenn man fiir 2 simmtliche % Individuen eines vollstindi-
gen Systems incongruenter Zahlen einsetzt, wieder ein solches
System bilden; unter den Werthen dieses Ausdrucks wird sich
daher auch einer und nur einer finden, welcher derselben Classe
angehort wie b, d. h. welcher = p ist. Der verallgemeinerte Fer-
mat’sche Satz giebt nun auch ein Mittel an die Hand, die Wurzel
dieser Congruenz unmittelbar zu bestimmen; offenbar geniigt jede
Zahl

Tk S z=b.a¥®1 (mod. k)
der obigen Congruenz. So findet man z. B., dass alle Wurzeln der
Congruenz

22 = — 3 (mod. 15)
durch die Formel

= — 3.2"= 6 (mod. 15)
gegeben werden. - .

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu und nehmen
wir an, es sei § der grosste gemeinschaftliche Divisor deioefﬁ-
cienten @ und des Modul %, so leuchtet zuniichst ein, dass#wenn
die Congruenz iiherhaupt eine Wurzel z besitzt, auch b durch &
theilbar sein muss; denn da ¢z mit dem Modul k¥ den gemeirg
schaftlichen Divisor 8 hat, so muss auch b = ax durch & tﬁeilb;%
sein. Dies ist also eine unerlissliche Bedingung fiir die Moglich-
keit der Congruenz; dass sie auch hinreichend fiir dieselbe ist,
wird sich sogleich zeigen. -

~ Gesetzt nun, es sei « eine Wurzel der Congruenz, also”

ax = b+ mk,
wo m irgend eine ganze Zahl, so folgt hieraus, wenn @ = q'é8,
b=100,k = K0 gesetzt wird, a'x = &' +mk/, d h. jede Wurzel
der urspriinglichen Congruenz ist auch Wurzel der Congruenz

dz =1 (mod.k) - @
und umgekehrt iiberzeugt man sich sogleich, dass jede Wurzel
dieser letztern Congruenz auch eine Wurzel der erstern sein wird.
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Die beiden Congruenzen (1) und (2) stimmen daher hinsichtlich
ihrer Wurzeln vollstindig mit einander iiberein; da nun in der
letztern der Coefficient o’ relative Primzahl gegen den Modul %'
ist, so haben wir wieder den frithern Fall: diese Congruenz ist stets
16sbar, und alle ihr geniigenden Zahlen bilden in Bezug auf ihren
Modul % nur eine einzige Classe, in der Weise, dass, wenn o eine
bestimmte derselben ist, alle andern in der Form S

z =0tk 3)
enthalten sind, wo 2 jede beliebige ganze Zahl bedeutet. Da nun
alle diese Zahlen auch die sdmmtlichen Wurzeln der Congruenz
(1) bilden, so fragt es sich nur noch, wie viele in Bezug auf den
Modul % incongruente Zahlen unter ihnen sich vorfinden. Irgend
zweiin der Reihe (3) enthaltene Zahlen « -+ 2k’ und o+ #'%' werden
offenbar stets und auch nur dann congruent in Bezug auf den Mo-
dulus % sein, sobald (¢ — 2)%' durch k=F%'d, und also 2/ — 2 durch
0 theilbar ist; diese beiden Zahlen werden also einer und derselben
Classe, oder verschiedenen Classen in Bezug auf den Modul & an-
gehdren, je nachdem die beiden Zahlen 2z und 2’ einer und derselben
Classe, oder verschiedenen Classen in Bezug auf den Modulus
angehoren; woraus unmittelbar folgt, dass die Reihe (3) sémmtliche
Individuen von & verschiedenen Classen in Bezug auf den Modul %
enthilt, und es leuchtet ein, dass die folgenden d Zahlen

o, 0+ k, 042k ... 0+(0—1)F

aus jeder dieser § Classen einen Reprisentanten enthalten. Wir
haben mithin folgendes allgemeine Resultat gewonnen:

Damit die Congruenz

oz =b (mod.k) -+ % -
tiberhaupt Wurzeln besitze, ist erforderlich, dass b durch den grossten
gemeinschaftlichen Divisor 8 der beiden Zuhlen a und k theilbar
sei; ist diese Bedingung erfillt, so hat die Congruenz genau 8 in-
congruente Wurzeln.

Es ist zu bemerken, dass in dem friiher. behandelten Fall, in
welchem 0 = 1 ist, die erforderliche Bedingung stets erfiillt ist,
ferner, dass dieser Satz auch noch fiir den Fall 8 = F, in welchem
also ¢'= 0 (mod.k) ist, seine Giiltigkeit behilt, indem, sobald &
ebenfalls == 0 (mod. %) ist, jede beliebige Zahl z dleser identischen
Congruenz Genuge leistet. -

Um auch ein Beispiel fiir den allgemeinen Fall zu beha.ndeln,
nehmen wir die Congruenz
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