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46 Zweiter Abschnitt.

8z = — 12 (mod. 60);
der grosste gemeinschaftliche Divisor des Coefficienten 8 und des
Modul 60 ist hier = 4; da die rechte Seite — 12 durch denselben
theilbar ist, so ist sie moglich und wird 4 nach dem Modul 60 in-
congruente Wurzeln haben. Wir finden dieselben, indem wir zu-
nichst die Wurzeln der entsprechenden Congruenz

2z = — 3 (mod. 15)
suchen; wir haben oben gesehen, dass dieselben in der Form
x = 6 (mod. 15) '
enthalten sind, und schliessen daraus, dass
z = 6, = 21, = 36, = 51 (mod. 60)
die vier Wurzeln der urspriinglichen Congruenz sind.

§ 23.

Obgleich im Vorhergehenden das Problem, zu entscheiden, ob
eine vorgelegte Congruenz ersten Grades Wurzeln: hat oder nicht,
und im erstern Fall dieselben aufzufinden, eine vollstéindige Losung
gefunden hat, so ist dieselbe, sobald der Modul % eine grosse Zahl
ist, wegen der erforderlichen Potenzirung fiir praktische Zwecke
nicht wohl anwendbar; wir wollen daher im Folgenden eine ein-
fachere Methode angeben. Offenbar konnen wir uns auf den Fall
beschrinken, in welchem der Coefficient der Unbekannten relative
Primzahl gegen den Modul ist; ausserdem kénnen wir annehmen,
dass die rechte Seite — 1 ist; denn um aus der Wurzel einer
solchen Congruenz digjenige einer andern zufinden, in welcher die
rechte Seite eine andere Zahl ist, geniigt es offenbar, dieselbe mit
dieser Zahl zu multipliciren. Nennen wir der Bequemlichkeit
halber den Modul nicht %, sondern b, so reducirt sich also unsere
Aufgabe auf die Auflosung der Congruenz

azx = 1 (mod. d)
oder, was dasselbe ist, auf die Auflosung der unbestimmten Glei-
chung ersten Grades*)

ar-—by = 1.

*) Die erste Losung dieser Aufgabe findet sich bei Bachet de Meziriac:
Problémes plaisans et délectables qus se font par les nombres. 20 éd. 1624,
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Wir schicken derselben einige Sitze iiber einen Algorithmus
voraus, der zuerst von Euler*) behandelt und fiir die Theorie der
Kettenbriiche, sowie auch fiir unsere spitern Untersuchungen von
Wichtigkeit ist. Es seien

a, b v (1)
irgend zwei unbestimmte Grossen, und ebenso
no, e...uv ©)
eine Reihe von beliebig vielen unbestimmten Grdssen. Aus diesen
bilden wir nun successive eine neue Reihe ¢, d, ¢ . . . I, m, n nach
folgendem Gesetz:
c=9b+a
d = 60 + b
e —=ed +c *
n==vm-41

Substituirt man den Ausdruck fiir ¢ in den fiir d, so wird der
letztere eine #hnliche Form annehmen wie der erstere, ndmlich

d=0a+ (yd+1)8;
er besteht also aus einem Gliede, welches den Factor a, und aus
einem zweiten, welches den Factor b enthilt. Substituirt man
nun diesen Ausdruck fiir d, und den ersten fiir ¢ in den Ausdruck
fiir e, so nimmt auch dieser letztere dieselbe Form an. So kann
man fortfahren, und aus dem Ausdruck fiir #» erkennt man, dass
dieses Gesetz allgemein ist; denn sobald 7 und m schon diese Form
erhalten haben, so nimmt auch » dieselbe an. Wir konnen daher
n = Ga-+ Hb
setzen, wo nun G und H unabhingig von o und & sein werden.

Man bezeichnet den Coefficienten H, der nur von den in der
.Reihe (2) befindlichen Grossen abhéingt, durch das Zeichen**)

{?’1 0,&...4, u, "’]7 (4)
und wir werden im Folgenden einige interessante Sitze beweisen,
die sich auf dasselbe beziehen.

*) Solutio prodblematis arithmetics de inveniendo numero, qus per datos
numeros divisus, relinquat data residua, Comm. Ac. Petrop. VII, p. 46. —
De usu nove algorithms in problemate Pelliano solvendo, Nov. Comm.
Petrop. XI, p. 28. — Vergl. Gauss: D. A. art. 27.

) Gawuss: D. A. art. 27,
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Zunichst leuchtet ein, dass, wenn man mit den Anfangsgliedern

b, c=7yb+a 1)
und der Reihe

0, e...4uv (2
in derselben Weise verfihrt wie oben, man genau dieselben Glieder
d,e ...l m, n erhalten wird. Wir konnen daher gleichzeitig

n=Ga-+[p,0 ¢...u v]b
und

n= Gb+[0¢...uv]c
setzen; ersetzen wir hierin ¢ durch & 4 a, so erhalten wir

n=1[0¢...mv]at+(p[d&...uv]4+G"Hb, ,
woraus, durch Vergleichung der Coefficienten von a in den beiden
Formgl fiir n, zunichst
G=1[0¢&...u 7]

folgt. Der Coefficient G ldsst sich daher durch dasselbe Zeichen
ausdriicken wie H. Wir konnen also von jetzt an schreiben

n=1[0...uv]a+} [J’u,@ . ”’,fi]b;

G =[e...u]
sein muss, 8o erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten von
b in den beiden Formen fiir # den Satz

[rde. .v]l=yp[de...v]+[c...9] (%)
in welchem das Gesetz ausgedriickt ist, nach welchem die Fort-
bildung der Ausdriicke von der Form (4) nach links hin geschieht.

Einen ganz analogen Satz fiir die Forthildung nach rechts
hin erhdlt man durch die einfache Bemerkung, dass durch die An-
nahme @ =— 0, b = 1 die drei Grossen I, m, » resp. in

.. 4, [y .- 4u) [¥...4¢ 7]

iibergehen, so dass zwischen diesen drei consecutiven Ausdriicken
die Relation

.- humol=[...Lpv+y...40 | (6
besteht. '

Verbindet man diese beiden Sitze mit einander, so iiberzeugt
man sich leicht von der Richtigkeit des folgenden:
oe...07]=[rd... .mol (M
Nimmt man n#mlich an, dieser Satz sei fiir alle Ausdriicke dieser
Art bewiesen, welche eine kleinere Anzahl von Grossen enthal@‘n,,
so dass also z. B. ' )

da nun auch
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[0,6...v]=[v...50]und[¢...v]=[v...¢],
so folgt aus (5):
7o, e...v]=[v...50]p+[r...¢]
verbindet man dies mit dem Satz (6), so ergiebt sich unmittelbar
die Richtigkeit der Gleichung (7). In der That gilt aber der Satz
wirklich fiir die ersten Fille; enthilt ndmlich der Ausdruck nur

eine einzige Grosse ¢, so versteht sich dies von selbst; und ausser-
dem ist

[r, 8] =90 +1=14 ]
Hieraus folgt also, dass der Satz auch fiir jede beliebige Anzahl
der Grossen 9, 8 ... p, v gilt.

Wir kénnen d1e Glelchungen (3), durch welche das Blldungs
gesetz der Grossen ¢, d . . . n ausgedriickt wird, auch in folgendex
Weise schreiben:

—c¢ = (—nb+(—a)
+d=(—8) (—o)+
—e =(—9d+(—0)

+n—— (—1/) (_M)+(+l)
wo in der letzten Gleichung das obere oder untere Zeichen zu
nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Grissen 9,6 ...p, v
gerade oder ungerade ist. Hieraus geht hervor, dass aus den_An-
fangsgliedern

und der Reihe
— =0 —.. . —A—p— 2"
durch dasselbe frithere Verfahren die Reihe
' —¢ +d —e...+n
entsteht. Es wird daher auch
tn=[—08 —¢... —v] (—a)+[—p,—8 —e...—]b
und folglich
[—7—8...—s] ="t[nd...4] . ®
sein, worin wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist,

Jje nachdem die Anzahl der Grossen ¥ 0 ...v gerade oder un-
gerade ist.

Endlich kann man die Glemhungen (8) auch in nmgekehrter
Folge so schreiben:
Dirichlet, Zahlentheorie. wd

—a b 1"
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= (— v)m +n
b= (—0c+d
a=(—p)b+c
Es wird daher
a=[—p...— y]n-l—[—v,A-——y e o — 9l
oder mit Hiilfe des Satzes (8): ‘
ta=—[u...7ln+[p...7Im
oder mit Beriicksichtigung des Satzes (7):
. ‘ta=—[p,0...pu]n+[p,0...4, v]m
Wenn man nun ¢ = 1, b = 0 setzt, so gehen m, » resp. in
[0...u], [0...u,7]
iiber, und man erhilt das Resultat:

B...u][0... 0] —[0...02][1o...u]l==1, (9

wo wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem die Anzahl der Gréssen 9, 8 . . . g, v gerade oder ungerade ist.

Zum Schluss wollen wir bemerken, dass diese Ausdriicke in
der Theorie der Kettenbriiche von der grossten Wichtigkeit sind;
bezeichnen wir némlich einen gewohnlichen Kettenbruch, in wel-
chem die Zihler simmtlich =1, und dessen sogenannte Quotienten
¥, 0...u, v sind, kurz durch das Symbol (y, 8...g, v), so, dass also

1 1
(9. --}vay,”)’—:?"i—m—-(%a---1,#"‘;)
ist, so ergiebt sich allgemein durch Reduction desselben

(7,6...@,1/):%- . (10)

Denn gesetzt, dieser Satz sei schon fiir jede kleinere Anzahl der
Grossen p, 9, & . . . ¢/, v bewiesen, so dass also namentlich

@ ... pv)y=L0 8"

[e...mv]
ist, so folgt hieraus
1
(7’,3,8---%’”)—-7+m

—yt [e...u 7] '='y[6,e...y,,u]+[s...p,v]
[0,e...u v] [ e p]




