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54 Zweiter Abschnitt.

meinschaftlicher Divisor m ist, so sollen ebensovicle ganze Zuhlen
x, Y, 2 . . . gefunden werden, welche der Gleichung
ar+bytcet+ - -=m .

geniigen. . Denn gesetzt, man habe fiir die Zahlen b, ¢ . . ., deren
grosster gemeinschaftlicher Divisor m' nothwendig ein Multiplum
von m ist, schon ganze Zahlen 4, 2’ . .. gefunden, welche der Be-
dingung

by e + - =mw'
geniigen, so ldse man, da'm der grésste gemeinschaftliche Divisor
von @ und #' ist, nach der obigen Methode die Gleichung

ax +m'zr' = m
in ganzen Zahlen z, 2’, so wird die vorgelegte Gleichung durch
die Zablen z, y = 2'y', 2 = 2’2’ . . . befriedigt.

§. 25.

Auf das im Vorhergehenden behandelte Problem der Auf-
18sung der Congruenzen ersten Grades lisst sich das folgende
zuriickfithren:

Alle Zahlen x zu finden, welche in Bezuy auf swei gegebene
Moduln a,b gegebenen Zahlen resp. o, f congruent sind, d.h. welche
den beiden Forderungen .

z = o (mod.a), x = f (mod.d)
geniigen.

Da niimlich alle Zahlen z, welche die erste dieser beiden For~;
derungen erfiillen, in der Form z — -+ af enthalten sind, wo ¢
jede beliebige ganze Zahl bedeutet, so kommt es nur noch darauf
an, dieses ¢ niher so zu bestimmen, dass’

at = f—a« (mod.b) ) ¢
wird. Bezeichnet man nun mit 8 den grossten gemeinschaftlichen
Divisor der beiden Moduln @ und &, so muss, wenn diese Congruenz
moglich sein soll, # — & durch 0 theilbar, d. h. es muss
o= f (mod.d) : 2)
sein. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so existirt keine Zahl,
welche der Aufgabe geniigt; ist sie aber erfiillt, so sind simmt~
liche der Congruenz (1) geniigende Zahlen ¢ in der Form "
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— b . b
t:y(mod. §~> oder t_y—{-—gu

enthalten, wo y eine bestimmte von ihnen, und u jede beliebige
ganze Zahl bedeutet. Hieraus folgt, dass die gesuchten Zahlen
durch die Formel

x——a—l—ya—{-——u oder x = x, (mod -—)

gegeben werden, wo z, = o + ya selbst eine der gesuchten Zahlen,
und der Modulus offenbar das kleinste gemeinschaftliche Multiplum
der beiden gegebenen Moduln a, b ist.

Werden z. B. die Zahlen gesucht, welche durch 12 dividirt
den Rest 7, durch 15 dividirt den Rest 4 lassen, so hat man die
Congruenzen

z =T (mod.12), z = 4 (mod. 15).
Man setzt also x = 7 4 12¢, und erhilt fiir ¢ die Congruenz

12¢ = — 38 (mod. 15),
welche (da hier die Bedingung (2) erfiillt ist) sich auf
4t = — 1 (mod.5)
reducirt. Hieraus folgt
t =1 (mod.5) : @

und also
z = 7412t = 19 (mod. 60).

Besonders bemerkenswerth ist der besondere Fall, in welchem
die beiden gegebenen Moduln «, b relative Primzahlen sind; da
gleichzeitig 6 = 1 wird, so fillt die Bedingung (2) ganz fort;
die Auflosung ist stets moglich und liefert ein Resultat von der Form

z = g (mod.abd).

Die urspriingliche Aufgabe ldsst sich auch leicht fiir den Fall
verallgemeinern, in welchem eine Reihe von beliebig vielen Mo-
duln und eine Reihe ihnen entsprechender Reste gegeben ist; fiir
uns ist indessen nur der Fall von Wichtigkeit, in welchem die ge-
gebenen Moduln @, b, ¢ . . . relative Primzahlen sind; wir beschran-
ken uns daher auf denselben, und stellen uns unter dieser Voraus-
setzung die Aufgabe, alle Zahlen « zu finden, welche dem System
von Congruenzen

z= o (mod.a), 2= (mod b), # =y (mod.c) .
geniigen. Da wir nun schon wissen, dass alle Zahlen, welche dxe belden
ersfzen dieser Forderungen erfiillen, in der Form z = §, (mod. abd)
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enthalten sind, wo die Zahl 8, nach dem Vorhergehenden gefun-
den werden kann, so kommt unsere Aufgabe offenbar auf die ein-
fachere zuriick, alle Zahlen  zu finden, welche dem folgenden Sy-
stem von Congruenzen geniigen:

z = f; (mod.ab), z =y (mod.c)...

Da nun der Modul ab der ersten dieser Congruenzen wieder relative
Primzahl gegen jeden folgenden Modul ¢ . . . ist, so kann man in
derselben Weise fortfahren und gelangt so zu dem Resultat, dass
sammtliche Zahlen x in der Form

& = % (mod.m)
enthalten sind, wo z, eine bestimmte von ihnen, und m das Pro-
duct abe . . . aus allen gegebenen Moduln bedeutet.

Statt eine solche Zahl z, in der eben angegebenen Weise
durch successive Auflosung einer Reihe von Congruenzen ersten
Grades in Bezug auf die Moduln b, ¢ . .. zu suchen, kann man
auch auf folgende Art symmetrisch verfahren.

Man setze m = a4 =bB =¢C ... und bestimme (nach
§. 24) zunichst Zahlen o', ¥/, ¢ . . ., welche den Congruenzen

Ad =1 (mod. a), BV =1 (mod.d), Cd = 1‘(m0d. .
geniigen ; so wird}
z= Ad o+ Bbp -+ Ccy + - - - (mod. m);
dennda B, C... durch a theilbar sind, so ist # =4 a'¢ = &« (mod.a),
und ebenso = B (mod.d), = y (mod.¢) u. s. w.

Ein besonderer Vortheil dieser Methode besteht darin, dass
die Hiilfszahlen o/, ', ¢ . . . ganz unabhéngig von «, 8, ¥ . . . sind,
und daher stets dieselben bleiben wie auch die letzteren variiren
mogen, vorausgesetzt natiirlich, dass das System der Moduln a,b,¢..
unverdndert bleibt.

Es folgt ferner hieraus, dass z ein vollstindiges Restsystem
nach dem Modul m durchlduft, sobald die Reste «, 8, 7 ... voll-
stindige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln a, b c.
durchlaufen; -denn wenn o/, §/, ' ... irgend ein zweites System
gegebener Reste ist, so wird

Add + BV +Ccy + - - -
stets und nur dann
= Ada+ BB+ Cy+ -
nach dem Modulus m sein, wenn gleichzeitig



