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Dritter Abschnitt.

Von den quadratischen Resten.

§. 32.

Wir behandeln im Folgenden ausfithrlich die Theorie der
Congruenzen von der Form
2?2 = D (mod. k), ¢))
in welcher wir stets _I)_als relative Primeahl gegen den Modul &
voraussetzen. Es wiirde sich leicht zeigen lassen, dass jede be-
liebige Congruenz zweiten Grades auf diesen Fall zuriickgefiihrt
werden kann; doch wollen wir uns dabei nicht aufhalten. So oft
nun die Congruenz (1) moglich ist, d. h. so oft sie Wurzeln hat,
heisst die Zahl D quadratischer Rest der Zahl k; im entgegen-
gesetzten Fall heisst D quadratischer Nichtrest der Zuhl k. Man
lasst-auch hiufig, wenn kein Missverstindniss zu befiirchten ist,
das Beiwort ,quadratisch“ fort und nennt kurz die Zahl D Rest
oder Nichirest von %, je nachdem die Congruenz (1) moglich ist
oder nicht. Unmittelbar leuchtet hieraus ein, dass zwei nach dem
Modul % congruente Zahlen entweder beide Reste von %, oder beide
Nichtreste von & sind; d. h. alle in einer und derselben Classe ent-
haltenen Zahlen haben denselben Charakfer; je nachdem eine von
ihnen Rest oder Nichtrest des Modul % ist, sind sie alle Reate oder
-alle Nichtreste von . .
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Die Theorie der quadratischen Reste zerfdllt nun in zwei
Haupttheile; man kann némlich einmal die Frage aufwerfen:

Wenn der Modul k gegeben ist, welches sind dann die scimamt-
lichen incongruenten quadratischen Reste von k? und wie wiele
Wurzeln hat die einer jeden dieser Zahlen entsprechende Congruenz?

Bei weitem schwieriger ist aber.die Beantwortung der folgen-
den zweiten Hauptfrage:

Wenn die Zahl D gegeben ist, welches sind dann die Moduln
k, fiir welche die Congruenz (1) moglich ist, d. h. welches sind die
Zahlen k, von denen die gegebene Zahl D quadratischer Rest ist?

§. 33.

Wir beschiftigen uns zuerst mit der ersten Frage und be-
ginnen die Untersuchung mit dem einfachsten Falle, mit dem ném-
lich, wo der Modul eine wungerade Primzahl p ist (der Fall p=2
erledigt sich unmittelbar durch die Bemerkung, dass jede ungerade
Zahl = 1% also quadratischer Rest von 2 ist). Hier erhalten wir
die vollstindige Antwort sogleich durch die vorhergehende Theorie
der binomischen Congruenzen (§. 31). In unserm Falle ist némlich
n = 2 der Grad der binomischen Congruenz, und da p — 1 gerade
ist, so ist 8 = 2 der grosste gemeinschaftliche Divisor von # und
p—1; die Congruenz

2? = D (mod. p)
ist daher stets und nur dann méglich, wenn

D_— =1 (mod. p), "
und zwar hat sie jedesmal zwei incongruente Wurzeln; es giebt
§(p—1) quadratische ] Reste, , und folglich, da die Anza,hl aller in-

congruenten und durch p nicht theilbaren Zahlen gleich p—1 ist,
auch §(p—1) Nichtreste von p. Da ferner nach dem Fermat’-

schen Satze
1 p—1

) Dr— —l_.(Dﬂ—-l)(D’-l-l)——O(modp)
1st so folgt, dass, «u..¢ M' LN L Fr e e
h“ = —1 (mod. p)
sein muss, so oft D ein Nichtr ggjg von p ist. Je nachdem a.iw
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p—1
D% =41 oder = —1 ist, ist D ein Rest oder Nichtrest yon p.
Nennt man die Eigenschaft einer Zahl D, Rest oder Nichtrest von
% P zu sein, ihren Chaml.ter, so ist derselbe also durch dieses Kri-
s terium vollstindig bestimmt *).

Es lasst sich indessen auch ganz elementar beweisen, dass
die Anzahl sowohl der Reste als auch der Nichtreste = j( »— 1)
ist. Quadrirt man niimlich die }(p — 1) Zahlen

1, 2 3 ... 1_’.5—1
80 sind die Quadrate simmtlich incongruent; denn sind 7 und s
zwei verschiedene dieser Zahlen, so ist die Differenz ihrer Quadrate

r?—s? = (r +3s) (r—s)
nicht theilbar durch p, da die Factoren » 4+ s und r — s kleiner als
p sind. Diese {(p —1) Quadrate geben also wirklich }(p—1)
incongruente quadratische Reste; dagegen liefern die Quadrate der
folgenden Zahlen
dieselben Reste wieder; denn es ist allgemein
(p—r)? = p1—2rp + 1* = 1 (mod. p).

Also ist 1(p — 1) die Anzahl aller quadratischen Reste, und folg-
lich auch die der quadratischen Nichtreste.

Da ein Product aus mehreren Factoren, die nicht durch p
theilbar sind, dieselbe Eigenschaft hat, so kann man nach dem
Charakter des Productes fragen, wenn die Charaktere der Factoren
gegeben sind. Beschrinken wir uns zunichst auf zwei Factoren,
so sind folgende drei Félle zu unterscheiden.

I Das Product aus zwei Resten ist wieder ein Rest; denn
sind @ und a’ Reste, so giebt es Zahlen z, 2’ von der Beschaffen-
helt, dass a = z? (mod. p), o’ = z? (mod p); hieraus folgt aber

a = (z')? (mod. p), d. h. aa’ ist Rest von p.

IL. - Das Product aus eineni Rest und einem Nichtrest ist ein

Nichtrest. Denn wenn wir ein vollstindiges System incongruenter

*) Dies Kriterium riihrt wesentlich von Fuler her; man vergl. z. B. die
Abhandlung Theoremata circa residua ex divistone potestatum relicta, Nov.
Comm. Petrop. VII, p. 49; aber es ist mir nicht geglickt, in seinen zahl-
reichen Arbeiten iiber dxeaen Gegenstand eine Stelle aufzufinden, wo dasselbe
in voller Schirfe ausgesprochen wire.
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und durch p nicht theilbarer Zahlen bilden, so zerfillt dasselbe in
zwei Gruppen, deren eine }(p — 1) Reste — wir wollen sie all-
gemein mit o bezeichnen — und deren zweite 1 (p — 1) Nichtreste
B enthdlt. Multiplicirt man nun alle diese Zahlen « und § mit
einem Reste «, so bilden die Producte ae und af wieder ein voll-
standiges System incongruenter (durch p nicht theilbarer) Zahlen,
welches also wieder (p — 1) Reste und (p — 1) Nichtreste ent-
hélt. In der That sind nun (nach 1) die Producte ao simmtlich
wieder Reste; es miissen daher die anderen }(p —1) Producte af
simmtlich Nichtreste sein; also ist das Product aus jedem Rest a
und jedem Nichtrest g ein Nichtrest.

III. Das Product aus zwei Nichtresten ist ein Rest. Denn
bildet man wieder das System der Reste & und Nichtreste 8, und
multiplicirt dieselben mit einem Nichtreste b, so sind die Producte
be (nach IL) simmtlich Nichtreste; folglich miissen die iibrigen
1(p—1) Producte b8 siimmtlich Reste sein.

Man kann diese wichtigen Sitze offenbar in den folgenden
einen zusammenfassen:

Ein Product aus beliebig vielen durch die Primezahl. p nicht
theilbaren. Zahlen ist Rest oder Nichtrest von p, je nachdem die An-
zahl der Nichireste, welche sich unter den Fuctoren finden, gerade
oder ungerade 1ist.

Dieser Satz ergiebt sich auch unmittelbar aus deuél oben auf-
gestellten Kriterium fiir den Charakter einer Zahl; denn da

1 p=1 p-1 p—1
(@be..)% =a? b2 c? ...

ist, so wird
p—1

(abc..)? =+1 oder = —1 (mod. p)

r—1 p—1 2__1.
sein, je nachdem die Anzahl der Factoren g2, 2, b%,¢9...,
welche = —1 smd eine gerade oder ungerade 1st

Man kann diesen Satz in Form einer Gleichung ausdriicken,
wenn man sich eines von Legendre*) in die Zahlentheorie einge-
fithrten Zeichens bedient, welches in allen folgenden Untersuchungen

eine grosse Rolle spielt. Legendre bezeichnet némlich durch da.s

Symbol
m
&)

*) Théorie des Nombres, 8me éd. Tom. I. p. 197.




78 Dritter Abschnitt.

die positive oder negative Einheit, je nachdem die durch die Prim-
zahl p nicht theilbare Zahl m quadratischer Rest oder Nichtrest
von p ist; es ist daher stets

()(5) =1 wa o7 = () i

Den Satz iiber den Charakter eines Productes kann man dann
offenbar durch die folgende Gleichung ausdriicken:

“ ) =G G G

Es leuchtet ferner ein, dass, sobald m = » (mod. p), auch

G)=G)

sein wird.

§. 34.

Es ist nun interessant zu sehen, dass die soeben gewonnenen
Sitze, welche zum Theil als Resultate einer ausgedehnten Theorie,
wie der der binomischen Congruenzen, erscheinen, sich aus den ersten
Principien auf einem ganz elementaren Wege ableiten lassen, der
zugleich einen neuen Beweis des Wilson’schen und Fermat’schen
Satzes liefern wird.

Es sei D irgend eine durch die (ungerade) Primzahl p nicht
theilbare Zahl, und r irgend eine der Zahlen

1, 273"'(19_1); (1)
dann existirt in derselben Reihe stets eine und nur eine Zahl s
von der Beschaffenheit, dass

rs = D (mod. p)
ist; denn diese Zahl s ist ja die Wurzel der Congruenz ersten
_ Grades ro = D (mod. p); je zwei solche Zahlen r und s derReihe

(1), deren Product = D ist, wollen wir eusammengehorige Zahlen

nennen; offenbar ist durch eine dieser beiden Zahlen die andere
;».obenfalls bestimmt. Identisch konnen diese beiden Zahlen nur dann
) ‘werden, wenn die Congruenz
“ 2 = D (mod. p) @)
m6ghch ist. Danach theilen wir unsere Untersuchung id zwei
Fille ein.
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Erstens: Die Congruenz (2) ist unmoglich. — Dann sind also
je zwei zusammengehorige Zahlen von einander verschieden, und
da zwei solche Paare stets identisch sind, sobald sie nur eine ge-
meinschaftliche Zahl haben, so zerfallen die simmtlichen p —1 *
Zahlen (1) in }(p —1) solche Paare zusammengehoriger Zahlen,
und folglich ist ihr Product

1.2.,3...(p—1)EDg?(mod.p). 3)

Zweitens: Die Congruenz (2) ist moglich. — Dann existirt also
auch in der Reihe (1) mindestens eine Zahl ¢ von der Beschaffen-
heit, dass @2 = D; sehen wir zu, ob ausser ¢ in der Reihe (1)
noch eine solche Zahl ¢ existirt; dann muss 62 = 2, folglich
(6— @) (6 + 0) durch p theilbar sein; da wir ¢ verschieden von ¢
voraussetzen, so ist 6 — ¢ nicht theilbar durch p, folglich muss
6 + ¢ theilbar durch p, also 6 = p — ¢ sein; und in der That ist
wirklich (p— )2 = D. Trennen wir nun dlese beiden (wukhch
ungleichen) Zahlen ¢ und ¢ = p — g, deren Product g6 ="— ¢?
=— D ist, von deniibrigen der Reihe (1), so zerfallen die letztern
in 1 (p— 38) Paare zusammengehoriger Zahlen von der Beschaffen-
heit, dass jedes Paar aus zwei verschiedenen Zahlen besteht. Dem-
nach ist in diesem Fall das Product aller Zahlen der Reihe (1):

p—1
1.2.3...(p—1)=—D7? (mod. p). 4)

Nun giebt es aber einen Fall, in welchém die Congruenz (2)
stets moglich ist, nimlich den, in welchem D = 1 = 1?; wir er-
halten daher zundchst aus (4) den Satz von Wilson:

1.2.3...(p—1)=—1 (mod. p), - (5)
und substituiren wir dies in die Congruenzen (3) und (4), so er-
halten wir das Resultat, dass

=1
D3=41 oder = —1 (mod. p)
ist, je nachdem die Congruenz (2) moglich oder nicht moglich ist.
Da endlich ein dritter Fall nicht existiren kann, so erhalten wir
allgemein

p—1
D= (D7 )= (1) =+1 (mod. p),
also den Satz von Fermat.

Durch diese einfache Betrachtung sind wir also soglewh big
zu denselben Siitzen in der Theorie der quadratischen Resté ge-
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langt, welche vorher aus der allgemeinen Theorie der binomischen
Congruenzen abgeleitet waren.

§. 35.

Wir wenden uns jetzt zu der Untersuchung des Falls, in wel-

chem der Modul ¥ der quadratischen Congruenz
z2? = D (mod. k)

die Potenz einer Primzahl p ist; dabei miissen wir den Fall, in
welchem p = 2, gesondert von den iibrigen behandeln, in welchen
p eine ungerade Primzahl ist*).

Ist zunichst p eine ungerade Primzahl, und & = p7, wo =
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und nehmen wir an, die
Congruenz

21=D (mod p") (1)

mcongruente Wurzeln hat; denn ist & eine bestlmmte und“;c* irgend
eine Wurzel, so muss
2?—e? = (x—a) (z+ o) = 0 (mod. p7)
sein; von den beiden Factoren # — &« und z - « ist aber nur einer
durch p theilbar; denn wiren beide durch p theilbar, so wire auch
ihre Differenz 2 , und folglich auch « durch p theilbar, was nicht
der Fall ist, da wir D = «? als nicht theilbar durch p vorausge-
setzt haben. Da also einer der beiden Factoren relative Primzahl
gegen p” ist, so muss der andere fiir sich allein durch p® theilbar
sein. Es ist daher entweder
= « (mod. p®), oder 2z = —a (mod. p™);

alsd hat die Congruenz (1) entweder gar keine Waurzel, oder sie
hat zwei incongruente Wurzeln ¢ und — c.

Es ist nun noch zu entscheiden, wann das Eine, wann das An-
dere Statt finden wird. Da nun jede Wurzel ¢ der Congruenz (1)
auch eine Wurzel der Congruenz

= D (mod. p) (2)
ist, so leuchtet ein, dass die Congruenz (1) nur dann moglich ist,
wenn D quadratischer Rest von p ist; es fragt sich daher nur, ob

. ™ Die nachfolgenden Resultate lassen sich auch aus dem in §. 1456 be-
wiesénen Satze ableiten.
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auch umgekehrt, wenn D quadratischer Rest von p ist, hieraus die
Moglichkeit der Congruenz (1) folgt. Um dies zu zeigen, brauchen
wir nur nachzuweisen, dass, sobald die Congruenz (2) eine Wurzel
o besitzt (also D quadratischer Rest von p ist), hieraus sich eine
Wurzel der Congruenz (1) ableiten ldsst, welche = o (mod. p) ist;
und da Aehnliches von jeder Congruenz z? = D (mod. %) gilt, wo
D stets dieselbe Zahl, % aber irgend eine Potenz der Primzahl p
ist, so braucht man nur zu zeigen, dass aus einer Wurzel o der
Congruenz (1) sich eine Wurzel der Congruenz
* x? = D (mod. p7t?) (3)
ableiten ldsst, welche = o (mod. p™) ist. Es sei daher
o? = D (mod. p™) oder «?—.D = hp7,
so setzen wir -
r=atpry,
WOraus
2?— D = hp™ + 2ap™y 4+ p*7y? = p" (k4 20y) (mod. pT+1)
folgt; damit nun #? = D (mod. p™+) werde, braucht y nur so be-
stimmt zu werden, dass
20y = —k (mod. p)

werde; da nun D, folglich auch « und also, da p ungerade ist,
auch 2« eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so lisst sich y stets
so wihlen, dass es dieser Congruenz ersten Grades geniigt. Wir
sehen also, dass aus der Moglichkeit der Congruenz (1) auch stets
die Méoglichkeit der Cangruenz (3) folgt; durch dieselbe wiederholt
angewendete Schlussweise ergiebt sich also auch, dass aus der
Moglichkeit dgr Congruenz (2) stets die der Congruenz (1) folgt,
und wir habén auch eine Methode gefunden, um aus einer Wurzel
der Congrueng 2? = D fiir den Modul p successive eine Wurzel
derselben Congruenz fiir die Moduln p?, p®...p" zu gewmnen
Wir haben mithin folgendes Resultat:

Ist p eine ungerade Primzahl, und D eine durch p wicht theal-
bare Zahl so zst Sir die Moglzchkezt der Congruenz

2 x2? = D (mod..p")

erforderlwh und hmmchend dass

d. h. dass D quadmtz’_scher st von p sei; sobald diese Bedingung
erfallt ist, besitet die vorgel Uongmem 2wei: iheéongruenté WW-

. Dirichlet, Zahlentheorie. 6
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zeln o und — e, welche gefunden werden konnen, sobald man eine
Whzel der Congruenz

Tm— z? = D (med. p)
gefunden hat.

§. 36.

Wir gehen nun zu dem besondern Fall iiber, in welchem der
Modul % eine Potenz der Primzahl 2 ist, so dass also D irgend
eine ungerade Zahl bedeutet. Betrachten wir zundchst die Con-
gruenz

z? = D (mod. 4),
so erkennt man leicht, dass dieselbe stets und nur dann méglich
ist, wenn
D=1 (mod. 4)
ist. Denn ist die Congruenz moglich, so ist z jedenfalls ungerade,
und das Quadrat von z = 2n -+ 1 ist 4n?4-4x+1 = 1 (mod. 4);
umgekehrt, ist D =1 (mod. 4), so hat die Congruenz offenbar die
beiden incongruenten Wurzeln 2 = 1 und z = — 1 (mod. 4).
Gehen wir nun zu der Congruenz
z? = D (mod. 8)
iiber, so leuchtet ein, da das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl
4n+1 gleich 16n?+ 8% +1 = | (mod. 8) ist, dass diese Con-
grdenz nur dann moghch ist, wenn
D =1 (mod. 8)
ist; und umgekehrt, sobald diese Bedingung erfiillt ist, hat die
Congruenz die vier incongruenten Wurzeln z = 1, z = 3, 2 = b,
z=1"1. '
Betrachten wir jetzt die Congruenz
z? =.D (mod. 27),
wo x = 3 ist, so kann diese Congruenz nur dann moglich sein,
wenn die Congruenz

z? = D (mod. 8)
moglich ist; es ist daher erforderlich, dass #F
D =1 (mod. 8) :

.mei.  Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass diese Bedingung

A3t Bl




Qti'aﬁratische Reste. 83

auch hinreicht, und dass dann die Congruenz stets 4 incongruente
Wurzeln hat. Nehmen wir ndmlich an, dies sei fiir den Modul
27 schon bewiesen, so kénnen wir zeigen, dass dasselbe auch fiir
den Modul 2741 gilt.- Es sei ndmlich &« eine Wurzel der Con-
gruenz

z? = D (mod. 27)
also

ot—D = h.27,
80 setzen wir -

= a-}271 y;
dann wird

2?—D = h.27 4 27 .qy - 2~ 2y2,
Da nun = = 3, so ist 22—2 = = 4 1, folglich
22— D = 27 (h+ ay) (mod. 27+1),

Damit also #2— D durch 27+1 theilbar werde, braucht man nur y
so zu wahlen, dass

ey = —h (mod. 2)
werde. Dies ist aber stets moglich, da « eine ungerade Zahl ist;
also folgt aus der Moglichkeit der Congruenz

x? = D (mod. 27),
wo m = 3 ist, stets die Moglichkeit der Congruenz

22 = D (mod. 27+1).
Wir schliessen hieraus zuniichst das folgende Resultat:

Damit die Congruenz
¥ = D (mod. 27),

n, welcher =3 zst Wurzeln habe, ist erforderlich und hin-
rezchend dass ~

D =1 (mod. 8)
sed.

Ist nun o eine Wurzel dieser Congruenz — und eine solche
kann immer nach der obigen Methode gefunden werden —, so
muss, wenn « irgend eine Wurzel derselben Congruenz bezeichnet,

, & — ot = (z—a) (r+e) = 0 (mod. 27)
sein. Da ferner o sowohl wie # ungerade Zahlen sein miissen, 5o
sind die beiden Factoren #—a« und 4 o gerade Zahlen, und
dann muss

z—o x40

.

2 2

= 0 (mod. 27-9)
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sein. Da nun die Differenz der beiden Factoren }(z—«) und }(z+ )
eine ungerade Zahl ist, so muss einer von ihnen ungerade, und
der andere folglich theilbar durch 272 sein. Dies giebt folgende
Fille: '

z = o (mod. 271) oder z = — o (mod. 271)
und diese liefern wieder folgende vier Fiille:

z = « (mod. 27); z = o 271 (mod. 27);

z =—a (mod. 27); z = —a— 271 (mod. 27).
Und umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, dass jede dieser vier
in Bezug auf den Modul 27 incongruenten Zahlen der Congruenz
geniigt.

Wir fassen die ganze Untersuchung in folgendem Satze zu-

sammen: s '
-+ Die Congruenz :
«? = D (mod. 27)
ist stets miglich, wenn m = 1, und hat dann eine Wurzel; sie ist,
wenn m == 2, stels und nur dann miglich, wenn D =1 (mod. 4 )
und sie hat dann zwei Wurzeln; sie ist, wenn ; = 3, stets und nur
dann méglich, wenn D = 1 (mod. 8) 1ist, und zwar hat sie dann
vier Wurzeln.

§. 37.

Es ist jetzt leicht, die Moglichkeit und die Anzahl der War-
zeln der Congruenz 22 = D fiir einen beliebigen Modulus zu be-
urtheilen, der relative Primzahl zu D ist. Wir filhren diese Unter-
suchung ganz allgemein in folgender Weise.

Es seien g, b, ¢ . . . relative Primzahlen zu einander, und

f(x) = 0 (mod. abc...) S €5
eine beliebige zur Auflosung vorgelegte Congruenz, so lisst die-
selbe sich stets auf die vollstindige Auflosung der Congruenzen .

f@) = 0 (mod. a) }- C -
f(z) = 0 (mod. b) T (9
f@) =0 (mod. )] - -

w8 W, - -
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zuriickfithren. Zunichst leuchtet ein, dass jede Wurzel z der Con-
gruenz (1) auch allen Congruenzen (2) geniigen muss; es wird da-
her die Congruenz (1) unmoglich sein, wenn dies mit irgend einer
der Congruenzen (2) der Fall ist. Umgekehrt, ist « irgend eine
Wurzel der Congruenz f(z) = 0 (mod. a), ebenso B irgend eine
Waurzel der Congruenz f(z) = 0 (mod. b), y eine Wurzel der Con-
gruenz f(z) = 0 (mod. ¢) u. s. w., so bestimme man (nach §. 25)
eine Zahl # durch das System von Congruenzen

x = o (mod. a)
z = B (mod. b) 3)
z = y (mod. ¢)
u. 8. w.,
so wird
f(@) = f(x) = 0 (hod. a)
F@) =7() = 0 (mod. b)
/(@ = /() = 0 (mod. ¢)
u. s. w.
und folglich, da a, b, ¢ . . . relative Primzahlen zu einander sind,
auch

f(x) = 0 (mod. abﬁc c )

d. h. jede dem System (3) geniigende Zahl z ist eine Wurzel der
vorgelegten Congruenz (1). Da nun (nach §. 25) dem System (3)
unendlich viele Zahlen z geniigen, welche aber alle nach dem Modul
abe ... einander congruent sind, so liefert das System (3),eine
und nur eine Wurzel 2 der Congruenz (1). Ist nun .

4 die Anzahl aller incongruenten Wurzeln & (mod. a)

L) " » ” ” ) ﬁ (mod. b)
V o» n ” n ” ¥ (mod. ¢)
: u. 8. w.

80 kann man im Ganzen Auw . . . verschiedene Systeme (3) bilden,
welchen (nach §. 25) ebensoviele verschiedene Wurzeln z der Con-
gruenz (1) entsprechen; und andere Wurzeln kann diese letztere
nicht besitzen, weil, wie schon oben bemerkt ist, jede bestimmte
Wurzel # der Congruenz (1) auch Wurzel aller Congruenzen (2)
und folglich einem bestimmten « (mod. a), einem bestimmteh
B (mod. b), einem bestimmten p (mod. ¢) u. s. f. congruent sein
muss. Mithin ist die "Anzahl aller nach dem Modul abec ... . in¢
congruenten Wurzeln der vorgelegten Congruenz = Auw . . .
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Mit Hiilfe dieses allgemeinen Resultates sind wir im Stande
zu beurtheilen, ob die Congruenz
z? = D (mod. %),
in welcher D und % relative Primzahlen sind, moglich, und wie
gross die Anzahl ¢ ihrer incongruenten Wurzeln ist. Bedeutet p
jede beliebige in dem Modul % (also nicht in D) aufgehende unge-
rade Primzahl, so ist erforderlich, dass

&)=+ |

sei; ist diese Bedingung erfiillt, so hat die Congruenz z? = D
in Bezug auf jeden Modulus von der Form p” genau zwei incon-
gruente Wurzeln. Ist daher der Modul % ungerade, und g die An-
zahl der von einander versghiedenen in % aufgehenden Primzahlen
P, so ist

= 24,

Dasselbe ist der Fall, wenn der Modulus % das Doppelte einer
ungeraden Zahl ist; denn die Congruenz x? = D (mod. 2) hat stets
eine und nur eine Wurzel

Ist aber % das Vierfache einer ungeraden Zahl, so ist ausser
den fritheren y Bedingungen noch erforderlich, dass D=1 (mod.4)
sei; da alsdann die Congruenz z2 = D (mod. 4) zwei Wurzeln be-
sitzt, so ist

G = 2utl,

Ist endlich s = 0 (mod. 8), so ist ausser den fritheren p Be-
dingungen noch erforderlich, dass D = 1 (mod. 8) sei; da dann
die Congruenz 22 = D (mod. 27), wo m = 3, stets vier Wurzeln
nat, so ist in diesem Fall

G = 2u+2,

§. 38.

4

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, wollen wir noch eine
Anwendung von dem soeben gewonnenen Resultate auf eine Ver-
allgemeinerung des Wilson’schen Satzes (§. 27) machen. Setzen
wir D = 1, so ergiebt sich, dass die Congruenz

z? = 1 (mod. k) ' ¢3)]
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fiir jeden Modul % moglich ist; die Anzahl ¢ ihrer Wurzeln ist
=1, wenn k = 1 oder & = 2; sie ist — 2, wenn % eine Potenz
einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer solchen Potenz
oder = 4 ist; in allen iibrigen Fillen ist ¢ durch 4 theilbar.
Schliessen wir die Falle ¥ — 1 und %k = 2 aus, so zerfallen die
¢ Wurzeln in }¢ Paare von Wurzeln ¢ und — ¢; denn mit ¢ ist
gleichzeitig auch — ¢ eine Wurzel, und da ¢ relative Primzahl zu
%, und folglich 2¢ nicht = 0 (mod. k) sein kann, so sind je
zwei solche Wurzeln ¢ und — ¢ auch incongruent. Das Product
0 X (— o) = — @? zweier solcher Wurzeln ist = — 1, und folg-
lich ist das Product aller ¢ Wurzeln = 4 1 oder — 1, je nach-
dem 6 durch 4 theilbar ist oder nicht.

Unter den ¢ (k) Zahlen z, welche nicht grosser als % und re-
lative Primzahlen zu % sind, finden sich zunichst die 6 Wurzeln
der Congruenz(1); die ubrlgen o (k) — & dieser Zahlen # (wenn noch
solche vorhanden sind) lassen sich in Paare von je zwei solchen
Zahlen r und s zerlegen, deren Product rs = 1 ist; denn zu jeder
Zahl r gehort (nach §. 22) eine solche Zahl s und nur eine, und
ausserdem kann s nicht = r sein, weil sonst 72 = 1, und folglich
r eine der 6 Wurzeln der Congruenz (1) wire. Mlthm ist auch
das Product aller dieser ¢ (k) — 6 Zahlen =

Multiplicirt man daher alle @ (k) Zahlen z mit einander, so
wird das Product = — 1, wenn k& Potenz einer ungeraden Prim-
zahl oder das Doppelte einer solchen Potenz oder =4 ist, in allen
iibrigen Fillen aber = 4+ 1. (In den beiden ausgeschlossenen
Fillen ¥ =1 und ¥ = 2 ist (k) = 1, und die einzige Zahl
2 =71 1) Dies ist der verallgemeinerte Wilson'sche Satz*).

§. 39.

Nachdem in den vorhergehenden Paragraphen die erste der
beiden in §. 832 aufgeworfenen Fragen ihre vollstindige Beant-
‘wortung gefunden hat, wenden wir uns jetzt zu der zweiten un-
gleich interessanteren, aber auch schwierigern Aufgabe:. . .

Alle Moduln % ou finden ,-von welchen eine gegebene Zag{ D
quadratischer Rest ist._

© %) Gauss: D. A. art. 78.
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Bevor wir zu der Losung derselben iibergehen, wollen wir er-

‘wihnen, dass man héufig, namentlich in den #lteren Schriften, eine
‘andere Ausdrucksweise vorfindet. Die Moduln %, fiir welche eine

Congruenz f(z)=0(mod.k) moglich ist, nennt man auch Divisoren
der Form f(x), weil es Zahlen x giebt, fiir welche die. Form f(x)
durch einen solchen Modul % theilbar wird; die von uns gesuchten
Zahlen % sind daher die Divisoren der Lonn 22 — D; sje stimmen
vollstindig iiberein mit den Divisoren der For Formwtf,:ﬁp_y_? in
welcher ¢, 4 zwei unbestimmte ganze Zahlen bedeuten, die aber
immer relative Primzahlen zu einander sein miissen. Dass wirk-
lich jeder Divisor der Form #2— D auch ein Divisor der Form
t2 — Du? ist, leuchtet uwnmittelbar ein, da die letztere in die er-
stere iibergeht, wenn man ¢{ = x, v =— 1 setzt. Umgekehrt, ist
k Divisor der Form #2— Du?, so ist u jedenfalls relative Prim-
zahl zu % (denn ginge irgend eine Primzahl gleichzeitig in % und
u auf, so miisste sie auch in {2 und folglich auch in f aufgehen,
gegen die Voraussetzung, dass ¢, u relative Primzahlen sind), und
man kann folglich eine Zahl z finden, welche der Congruenz
uzx =t (mod. k) geniigt; da nun {2— Du? = 0 (mod. %), so ist
auch #?(z?— D) = 0 (mod. k) und folglich, da u? relative Prim-
zahl zu k ist, auch 22— D = 0 (mod. k), d. h. jeder Divisor %
der Form #2— Du2?, in welcher ¢ und w relative Primzahlen zu
einander sind, ist auch Divisor der Form 2 — D.

Das allgemeine Problem wird daher hiufig auch so ausge-
driickt: es sollen alle Divisoren der Form #?— Du? gefunden
werden, in welcher D eine gegebene, ¢ und # dagegen zwei unbe-
stimmte ganze Zahlen bedeuten, die relative Primzahlen zu ein-
ander sind. :

Wir beschriinken uns auch hier auf solche (immer mit posi-
tivem Vorzeichen genommene) Moduln %, die relative Primzahlen
zu D sind; da ferner nach den vorhergehenden Untersuchungen
die Moglichkeit der Congruenz %2 = D (mod. k) nur von der Be-
schaffenheit der in __k_a.nigg___nden Primzahlen abhiingt und fiir
einen Modul von der Form 27 immer leicht' beurtheilt wérden
kann, so kommt es nuf darauf an, alle ungeraden (in D nicht duf-
gehenden) Primzahlen p zu finden, von welchen' D quadrahscher
Rest ist. Bedenken wir ferner, dass (nach §. 33) der quadratische
Charakter einer Zahl D in Bezug’ auf einen solchen Modulus P

- mur ¥on den in D’ enthaltenen Factoren abhiingt, so wetden wir.

-

in letzter Instanz auf folgendes Problem gefiihrt:



Quadratische Reste. 89

Alle ungeraden Primzahlen p zu finden, fiir welche irgend eine
der drei Congruenzen
= —1, 22=2, 22=q (mod. p)
maglich ist, wo q irgend eine gegebene positive ungerade Primzahl
bedeutet.

§. 40.

Die Auffindung aller ungeraden Primzahlen p, fiir welche die
Congruenz
z2? = —1 (mod. p)
moglich ist, bietet keine Schwierigkeit mehr dar. Denn da -(nach
§. 33) allgemein

(%) = D™ (mod. p)

ist, so erhilt man speciell

—1 =1
T) = (—1)'T (mod. p)
und folglich auch
—1 p—1
: — ) =(—DT7.
)=
In Worten lautet dieser wichtige Satz*) folgendermaassen:
Die Zahl — 1 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von der
Form 4n-+1, dagegen quadratischer]Nichtrest aller Primzahlen
von der Form %ﬁiﬁ._., -
Dasselbe esﬁl’fa?c' erhiilt man auch auf folgendem Wege. Ist

- die Congruenz z? = — 1 (mod. p) moglich, und x eine Wurzel
derselben, so folgt hieraus durch Potenzirung

. p—1
zp' = (—1) 7 (mod. p)
und hieraus (nach dem Fermat’schen Satze §. 19) (— l)p‘:‘1 =1
also p = 4n4-1; d. h. die Zahl —1 ist quadratischer Nichtrest
von allen Primzahlen von der Form 4n 4 3. Ist umgekehrt p
von der Form 4n 41, 5o ist x»~1 — 1 algebFaisch theilbar durch
z4t—1, also auch durch «2 4 1; es ist folglich

o —1 = (@ ) ¥ (),

*) Euler: Demonstratio theorematis Fermatiani, ommem numerum
prymum formae 4n--1 esse summam duorum quadratorum, Nqy. Comin.
Pmp' v, p. 8 . N -

‘N

S
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wo 9 (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet; da nun
(nach dem Fermat’schen Satze §. 19) die linke Seite dieser Glei-
chung fiir p— 1 incongruente Werthe von x congruent Null wird,
so wird (nach §. 26) auch 2?41 fiir zwei incongruente Werthe
® von z congruent Null *), d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer Rest
von allen Primzahlen von der Form 47 4- 1. Der Satz ist also von
Neuem bewiesen.

§. 41.

Wir gehen nun zu der Losung der zweiten Aufgabe iiber,

welche sich auf die Congruenz

z? = 2 (mod. p)
bezieht. Fermat hat, wahrscheinlich durch Inductior, folgendes,
zuerst von Lagrange **) bewiesenes, Resultat gefunden:

Die Zahl 2 ist quadratischer Rest oller Primzahlen von einer
der beiden Formen 8n—|—] oder 8n--T7, dagegen Nichtrest aller
Primzahlen von einer der beiden Formen 8n -+ 3 oder 8n +5.

Wir beweisen zuerst den zweiten Theil des Satzes, dass nim-
lich 2 Nichtrest aller Primzahlen p von der Form 8#+3 ist.
Offenbar ist derselbe fiir p = 38 richtig, denn nur die Zahl 1 ist
Rest von 3. Gesetzt nun, der Satz wire nicht allgemein giiltig, so
miisste es doch eine Kleinste Primzahl p von der Form 8#+43
geben, fiir welche er unrichtig wiirde, fiir welche also die Con-
gruenz

2? = 2 (mod. p)
moglich” wiirde. Hierin kann man immer die Wurzel z kleiner
als p und ungerade voraussetzen, denn wenn z gerade ist, so ist
die andere Wurzel 2’ = p—2x ungerade_ Wir konnen deher

z2—2 = pf
setzen, wo f positiv und kleiner als p ist; da ferner x?® von der
Form 8#n 41, also pf von der Form 8#—1, und folghch f von
" der Form 8n :F 3 ist, so hat die Zahl f mindestens einen Prim-
factor p' von einer der Formen 8# + 3 oder 8n-—3; deénn ein
Product aus lauter Factoren von der Form 8n+4-1 wiirde wieder

*) Man findet auch leicht mit Hilfe des Wilson'schen Satzes (§. 27), daas
iese Wurzeln = + 1.2.8 ... 1(p—1) sind.
- *%) Regherches d’Arzthm&que Nouv. Mém. de FAcad. de Berlin. - Iﬁﬁ
.. 849, 861. S A



Quadratische Reste. 91

dieselbe Form 8%+ 1 haben. Fiir diese Primzahl p', die jedenfalls
< p ist, wiirde dann ebenfalls z? = 2 (mod. p') sein; allein dies
streitet mit unserer Voraussetzung, dass p die kleinste in der Form
8n 13 enthaltene Primzahl ist, von welcher die Zahl 2 quadrati-
scher Rest ist. Mithin ist diese Voraussetzung iiberhaupt unzu-
ldssig, und es folgt, dass stets

(%) = —1 ist, wenn p = 8#n + 3.

Wir wollen jetzt zweitens beweisen, dass die Zahl 2 quadrati-
scher Rest aller Primzahlen p von der Form 8% 4 7 ist; da nun
(nach §. 40) —1 quadratischer Nichtrest aller dieser Primzahlen
ist, so haben wir nur zu zeigen, dass die Zahl — 2 ebenfalls Nicht-
rest aller dieser Primzahlen ist; statt dessen stellen wir uns die
allgemeinere Aufgabe zu beweisen, dass — 2 Nichtrest von allen
in den beiden Formen 8# 4 5, 8n 4- 7 enthaltenen Primzahlen ist,
obgleich dies fiir die Primzahlen der Form 8# -4 5, von welchen
(nach §. 40) — 1 quadratischer Rest ist, schon im Vorhergehenden
geschehen ist. Zun#chst bemerken wir wieder, dass der Satz fiir
die kleinste in einer dieser Formen enthaltene Primzahl 5 in der
That richtig ist. Wenn nun der Satz nicht allgemein giiltig ist,
so sei p die kleinste ihm nicht gehorchende Primzahl, so dass also
eine Zahl x existirt, fiir welche

2242 = 0 (mod. p)
ist; auch hier konnen wir wieder annehmen, dass « kleiner als p
und ungerade ist, so dass, wenn wir
at+ 2 =pf

setzen, die Zahl f positiv, ungerade und klemer als p ausfallt Da
ferner.#? 4 2 = 3 (mod.8) und p = 5 oder = 7 (mod.8) ist, so
muss f entsprechend = 7 oder = 5 (mod. 8) sein; und da ein Pro-
duct aus lauter Factoren von den Formen 8# -+ 1, oder 8n 43
stets wieder eine dieser Formen, niemals eine der Formen 87 4 6
oder 8# -4~ 7 hat, so muss die Zahl f mindestens einen Primfactor
p' von einer der Formen 8% 47, 8w 4+ 5 haben, fiir welchen der -
Satz ebenfalls unrichtig ist, da 22 + 2 = 0 (mod. p') ist; allein, da
P < p, 8o streitet dies mit der Annahme, dass p die kleinste dem
Satze nicht gehorchende Primzahl ist. Also ist die Annahme iiber-
haupt nicht zulissig und folglich der Satz allgemeingiiltig, dass

(:“53)'—.:_-..1 fir p=8n45 oder = 8n+% .-
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d. h. dass

2
(p) p +

(%)_—:-{—1 fir p=8n+7

ist.

Es bleibt jetzt nur noch zu beweisen iibrig, dass 2 quadra-
tischer Rest von allen Primzahlen p von der Form 8% 41 ist;
hierauf ist die vorhergehende Methode aus dem Grunde nicht an-
wendbar, weil die Annahme des Gegentheils sich nicht in Form
einer Congruenz darstellen lisst, die dann zur Auffindung des
Widerspruchs benutzt werden konnte. Allein in diesem Falle
kann man direct, wie folgt, verfahren; da p = 8n 4 1 ist, so hat
die Function x»—1 —1 den Divisor 28 —1, also auch den Factor
z*t 4 1, und hieraus folgt nach einem frithern Satze (§. 26), dass
die Congruenz

zt4+ 1 =0 (mod. p)
Wurzeln hat; ist nun z eine solche, so ist
24+ 1 = (22£1)?F 24?2 = 0 (mod. p),
also
(x?+1)? = + 222 (mod. p);
es ist daher 4 222 und folglich auch 4-2 quadratischer Rest von p;
in Zeichen

(%) =1, wenn p = 8n 4 1.

Hiermit ist der Satz in allen seinen Theilen_bewiesen; wir
kionnen denselben jn der einen Gleichung

@)-

~ zusammenfassen; denn je nachdem p = 8n+1, oder p = 8n+4 3
ist, wird }(p?— 1) eine gerade oder ungerade Zahl. = -

§ 42.

.  Wir kommen nun zu der Untersuchung der dritten Frage:
“von welchen ungeraden Primzahlen p ist die gegebene ungerade

PR
"
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Primzahl q quadratischer Rest? Die vollsténdige Antwort hierauf
wird durch einen der wichtigsten und interessantesten Sitze der
Zahlentheorie gegeben, welcher seines eigenthiimlichen Charakters
wegen den Namen des Reciprocitits- Satzes erhalten hat. Man
kann ihn folgendermaassen aussprechen:

Sind p und q zwei positive ungerade Primeahlen, von denen
mindestens eine die Form 4n + 1 hat, so iswuadratischer Rest
oder Nichtrest von p, je nachdem p_quadratischer Rest oder Nicht-

.rest von q ist; haben aber beide Primzahlen p und q die Form
4n + 3, so ist q quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nach-
dem p quadratischer Nichtrest o%;quadmtischer Rest von q ist.

“Offenbar lisst sich dieser Satz durch die fir beide Fille giiltige

Gleichung
B @)=

ausdriicken; denn sobald mindestens eine der beiden Primzahlen
p oder ¢ die Form 4% -} 1 hat, so ist die entsprechende der beiden
Zahlen ! (p—1) oder (¢ —1), und folglich auch ihr Product
§(p—1)-1(¢—1) eine gerade Zahl, so dass "

B@ =12 @)=()

ist, worin der erste Fall seinen Ausdruck findet; sind dagegen
beide Primzahlen p und g von der Form 4%+ 3, so sind auch
beide Zahlen }(p— 1) und (¢ — 1), und folglich'auch ihr Product
$(p—1)-1(g—1) ungerade, so dass

@@ =212 ()=—)
9/ \p /. q
wird, worin der zweite Theil des Satzes ausgedriickt ist.

Ist z. B. p = 3, g == 5, so ist p quadratischer Nichtrest von
¢ und gleichzeitig ¢ quadratischer Nichtrest von p, in Zeichen

B)=@)--

Ist ferner p = 3, ¢ = 13, so ist p quadratischer Rest von ¢
und gleichzeitig ¢ quadratischer Rest von p, in Zeichen

B0+

Ist dagegen p — 3, ¢ = 7, so ist p' quadratischer Nichtrest
~ von g und gleichzeitig ¢ quadratischer Rest von p, in Zeichén -
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===

é‘ Dieser Satz wurde zuerst von Legendre durch Induction ge-
tunden und ausgesprochen; allein erst Gauss hat denselben voll-

i standlg bewiesen, ja er hat nach einander sechs auf ganz verschie-
! denen Grundgedanken beruhende Beweise*) von diesem Satze
gegeben, den er in etwas anderer Form aussprach und seiner
Wichtigkeit wegen das Theorema fundamentale in der Theorie der
quadratischen Reste nannte. Wir folgen hier zunichst dem dritten
dieser sechs Beweise, der sich auf ein Lemma stiitzt, durch welches
das Euler’sche Kriterium (§. 33) iiber den Charakter einer Zahl D
in Bezug auf die Primzahl p in ein anderes umgeformt wird.

§. 43.

Wir haben frither (§. 33) gesehen, dass eine durch p nicht
theilbare Zahl D quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, je
nachdem

p_—l
D?* =41 oder = —1 (mod. p)
ist; betrachten wir nun die Producte
D, 2D, 83D...¥p—1)D

aus dieser Zahl D und aus den ersten }(p—1) ganzen positiven
Zahlen, so werden die kleinsten positiven Reste
1y, Toy T3 ... rp_:l
2

derselben, nach dem Modulus p genommen, erstens simmtlich ver-
schieden von einander und kleiner als p sein, und keiner von ihnen
kann gleich Null sein. Wir theilen nun diese }(p—1) Reste in
zwei Abtheilungen, je nachdem sie grosser oder kleiner als }p sind,
und bezeichnen die erstern, deren Anzahl = p sei, mit

Oy Og ¢« u",

*) D. A. artt. 125—145. — D. A. art. 262, — Theorematis arithmetici
demonsiratio nova. 1808. — Summatio quarumdam serierum singularium.
1808, — Theorematis fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis

. demonstrationes et ampliationes novae. 1817, — Vergl. §§. 48 — 51, 115.
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die iibrigen Reste, welche kleiner als 1p sind, und deren Anzahl
A =1(p—1) — pist, mit

Biy B2--. Ba
Nimmt man nun von den erstern p Resten ihre Erginzungen
zur Zahl p, also die Zahlen
P—oa;, PO . ..P— 0y,
80 liegen dieselben, ebenso wie die 4 Zahlen #;, fs ... B, auch
-zwischen den Grenzen 0 und }p; ausserdem sind sie a.lle von ein-
ander verschieden; endlich ldsst sich aber auch zeigen, dass sie

von den A Zahlen 8, f; . . . B2 verschieden sind; denn wire z. B.

p—o = B, also e 4+ f = p = 0 (mod. p), so miisste auch, wenn
o der Rest von sD , B der Rest von £D ist,

sD+tD = (s+t)D = 0 (mod. p)

und folglich s + ¢ durch p theilbar sein; allein da jede der beiden
Zahlen s und ¢ zwischen 0 und Ip llegt so liegt s 4 ¢ zwischen 0
und p (mit Ausschluss dieser belden Grenzen); es kann daher
s + t nicht theilbar durch p, und folghch auch nicht p—oa= B
sein.

Mithin haben die folgenden } (p—1) Zahlen

p—oy, p—...p—ay; P, Br...fH

lauter von einander verschiedene Werthe, und da sie ihrem Werth

nach zwischen 0 und }p liegen, so miissen sie im Complex genom-
men identisch mit den 1(p —1) Zahlen

1, 2, 3...3(p—1)
sein, 8o dass ihr Product
(p—o) (p—eas) ... (p— @) Bify...Br=1.2.3. Sp—1)

ist. Werfen wir hieraus die Multipla von p weg, so erhalten wir
die Congruenz

(— 1);““1“9 PN “y‘ﬂlﬁi PPN ﬁl =1.2.3... %(p——l) (mOd.P);
da nun andererseits

p—1
ooy .. Oy Pyfy...fa=1.2...1(p—1)D? (mod. p)
ist, so folgt hieraus, dass

d B
(=1%.1.2.-.}(p—1). D7 =1.2.8---}(p—1) (mod: p)

-

s
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. und also auch
* —1

0 ?/(Z D 2 = (—1)“ (mod. p)
er, was dasselbe sagt, dass

)= |

ist. Hierin besteht die Umformung des KennZeichens, welches
dariiber entscheidet, ob eine Zahl D quadratischer Rest oder Nicht~
rest der ungeraden Primzahl p ist: :

Man braucht wur nachzuschen, ob die Anzahl w der klemsten‘-
positiven Reste der Zahlen ‘

D, 2D, 3D...i(p—1)D,

die grosser als }p ausfallen, gerade oder ungerade ist; je nachdem
das Erstere oder Letztere eimtritt, ist ____g,_,g,dratzscher Rest oder
qmdmtzschefr Nichtrest von p.

Mit Hiilfe dieses Satzes ist ‘man schon im Stande, fiir Jedes
wirklich gegebene D die Formen fiir die Primzahlen aufzustellen,
von welchen D Rest oder Nichtrest ist. Um dies deutlicher zu
zeigen, betrachten wir den allerdings schon frither (§. 41) voll-
stindig durchgefithrten Fall D = 2. Bilden wir die Zahlen

2, 4, 6...(p—1),

8o ist jede derselben auch ihr eigener kleinster positiver Rest in
Bezug auf den Modulus p, und die Anzahl g derjenigen dieser
Zahlen, welche >1p sind, wird durch die Bedingungen

p—1—2pu<ip<p+1—2u oder 42<y,<10+2

bestimmt; bezeichnen wir daher allgemein mit [z] die grosste in
der reellen Zahl 2 enthaltene ganze Zahl, so dass stets 0§a:-~[a:}<1

ist, so erhalten wir
' — 1’_4:2].
: v=[4

Je nachdem nun p von einer der Formen 8n -1, 80;-{; 3,
8n+5, 8n+7 ist, wird p = 2n, 2041, 2041, 204 2; es ist
daher @ gerade und folglich

(—) +1, wenn p=+1 (mod. 8’),
und @ ist ungerade, also -
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(%) = —1, wenn p =+ 3 (mod. 8).

Auf diese Weise finden wir also eine vollstindige Bestétigung
des Resultats unserer frithern Untersuchung (§.41), und ganz eben-
so wiirde sich fiir jeden speciellen Werth von D die Untersuchung
fiilhfen lassen, z B. fiir die nichstliegenden Fille D — — 1,
D=3 D=5usw

- §. 44,

Wir verlassen diese Anwendungen auf specielle Félle und wen-
den uns zu einer weitern Umformung, bei welcher wir der spatern
Bezeichnung wegen ¢ statt D schreiben wollen. Bezeichnen wir
wieder mit [x] die grosste in dem Werth z enthaltene ganze Zahl,
und setzen wir zur Abkiirzung p = 2p' 4+ 1, so konnen wir

Q=10_%]+7’l
2
QQ:P_“p—q]“l*’"z
- !

P,q - pLI-)Fq_]“FrP'

setzen, wo wie friiher (§. 43)
Y1y Yo .. ¥y

zwischen den Grenzen O und p liegen; theilen wir wieder diese
kleinsten Reste in zwei Abtheilungen

oo, g ... Oy

By, B:...Ba,
von denen die ersteren >1p, die letzteren <}p sind, und bezeich-

nen wir mit 4 die Summe der p ersteren, mit B die Summe der
4 letzteren, ferner mit M die Summe ‘

2 !’
M:[q {}ﬂA“. F%
P + 7 + + ik
so folgt durch Addition der vorstehenden Gleichungen

11
ps q=pM+ A+ B;

Dirichlet, Zahlentheorio. X 7

und
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da nun (nach §. 43) der Complex der Zahlen
p—o, p—oy...p—0y; Pi, Pa--. P2
., mit dem Complex der Zahlen

—1
1,2,3...1'L2—

* vollstindig {ibereinstimmt, so ist ihre Summe

Pl yp—4+B;

8
zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhdlt
man
Teoe s 2 —1
! I (¢—)=W—pp+24.

2*,”»,‘?.{(#(“:-,&’; 8
¢ £ »t Nun kommt es uns lediglich darauf an, zu erfahren, ob u ge-
rale oder ungerade ist; lassen wir daher alle Multipla von 2 fort,
X so erhalten wir, da p = — 1 (mod. 2) gesetzt werden kann,
pr—1

p=M+—

= ""Je nachdem daher die zur Rechten befindliche Zahl gerade
oder ungerade ist, wird ¢ quadratischer Rest oder Nichtrest von
p sein. Nehmen wir daher z. B. wieder den Fall ¢ = 2, so ergiebt
sich unmittelbar 2 = 0, also
= p2—8—1 (mod. 2),
folglich -

B)=cr=cn7;

dies ist aber genau die schon frither (§. 41) aufgestellte Formel.

Von jetzt an wollen wir die Untersuchung nur noch unter der
Voraussetzung fortfithren, dass g eine ungerade, also g—1 eine
geradeZahl ist; dann ist also

g = M (mod. 2), (%) = (— 1),

und es reducirt sich daher die ganze Frage darauf, zu entschei-
den, ob die oben mit M bezeichnete Summe gerade oder wnge-
rade ist. -

Um dies weiter zu untersuchen, machen wir die fernere An-
-nahine, es sei g positiv und Kleiner als p. Dann leuchtet zunichst

(g—1) (mod. 2).
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ein, dass jedes Glied in der Reihe I hochstens um eine Einheit
grosser ist als das unmittelbar vorhergehende, weil der Unterschied
von zwei auf einander folgenden Briichen

9 und (s+Daq

<< 1 ist, und folglich héochstens eine ganze Zahl zwischen beiden
liegen kann;-da ferner der letzte Bruch
re__—lg_g—1,p—q
p - 2p 2 2p
ist, so ist der Werth des letzten Gliedes in der obigen Reihe
lﬂg I 1 —
[p] —3 =T
Mithin kommen in der Summe M nach und nach Glieder vor,
welche die Werthe 0, 1, 2 .. ¢’ besitzen; wir suchen nun gerade
die Stellen auf, wo zwei auf einander folgende Glieder

R bl

wirklich um eine Einheit verschieden sind, so dass, wenn £ irgend
eine der Zahlen 1, 2 . .. ¢’ bedeutes;

iﬂ<t<————(s§1)q

wird (da q relative Primzahl zu p, und s < p ist, so kann keiner
der B}?@he sq:p eine ganze Zahl sein); hieraus folgt aber

'%§%<s+l, also s:[%q],

und, folglich g es in der Reihe M jedesmal

. 7 ]__ r('?-—1)10]
F-1
Glieder, welche defi” Werth (f— 1) haben; und die Anzahl der

letzten (%ﬁeder, welche den Werth ¢/ haben, ist offenbar
.} p’ J— Lﬂ] .
q
Multiplicirt m nun jedesmal die Anzahl einer solchen Gruppe
von Gliedern, %felche einen und denselben Werth haben, mit diesem
Werth, so mig§ die Summe aller dieser Producte = M werden
Dies giebt &

~ -

7%



-

ofg) e () )+ (- )
R )

=-E-FA= [ e

Setz;n wir daher

N=[£]+[?£]+...+[ﬂ],

q q q
so erhalten wir das Resultat
» . _p - 1 . q _— ].

welches offenbar fiir je zwei positive ungerade relative Primzahlen
p,q giiltigist; denn bei der Ableitung ist weiter Nichts vorausgesetzt,
und da das Resultat vollkommen symmetrisch in Bezug auf die
beiden Zahlen p, ¢ ist, von welchen doch eine jedenfalls die kleinere
sein muss, so ist auch die bei dem Beweise gemachte Annahme, es
sei p > g, erlaubt.

Hiermit ist nun zwar die Summe M nicht selbst gefunden,
sondern nur auf die Summe N zuriickgefithrt; aber dies geniigt
vollstindig, um den Reciprocitits-Satz daraus abzuleiten. Oben
ist gezeigt, dass, wenn p eine positive ungerade Primzahl, und ¢
irgend eine durch p nicht theilbare ungerade Zahl bedeutet, stets

@)=

ist; nehmen wir daher jetzt ferneran, dass ¢ ebenfalls eine positive
ungerade Primzahl ist, so wird ebenso

@)=

und folglich, mit Riicksicht auf den so eben bewiesenen Satz,

(§> (%) = (— 1)¥M+¥ = (— 1)2%‘1‘.__1_?’

worin der Reciprocitits-Satz besteht.
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§. 45.

Wir betrachten zunfichst ein Beispiel, um die Niitzlichkeit des
Reciprocitiitssatzes fiir die Beurtheilung der Moglichkeit einer Con-
gruenz von der Form

23 = D (mod. p)
nachzuweisen. Nehmen wir die Congruenz
2? = 365 (mod. 1847),
so ist der Werth des Symbols

365
1847

zu ermitteln. Zun#chst zerlegen wir 365 in Primfactoren, obgleich
dies, wie wir spiter sehen werden, nicht nothwendig ist.
Aus dieser Zerlegung 365 = 5.73 folgt unmittelbar

365 ) ( > (
1847 1847/ \1847

Da ferner 5 von der Form 4# 41 ist, so ergiebt sich aus dem

Reciprocititssatze
( 5 )__ (1847)
1847/ b

und also, da 1847 = 2 (mod. 5) ist,

()= (@)=

nach §. 41; da ferner auch 73 von der Form 4# 4 1 ist, so folgt
wieder aus dem Reciprocititssatze, und weil 1847 =22 (mod. 73) ist,

(1847 (1847 (%) = (7—23) ("17515)’

nun ist aber 73 = 1 (mod. 8), also (nach §. 41)

(73>—1 folglich (18 47> ( )

nach dem Reclpromtatssa,tze%t ‘aber wieder

= (g (@)
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und da beide Primzahlen 7 und 11 von der Form 4% 4 3 smd 80
ist abermals nach dem Reciprocitatssatze

H=—F)=—E=—1
(1847) ( = ({I) =—1

und also endlich

(138%3/) (1847) (1847 —) (=) =+1,

es ist also 365 quadratischer Rest der Primzahl 1847, d. h. die
oben vorgelegte Congruenz ist moglich; und in der That ist

(1-496)? — 246016 = 365 + 133 . 1847.

folglich

§. 46.

Der in dem eben behandelten Beispiel angewendete Algo-
rithmus, welcher auch bei jedem #hnlichen Beispiel nach einer
endlichen Anzahl von Operationen zum Ziele fiihrt, ldsst sich im
Allgemeinen bedeutend abkiirzen, wenn man sich einer zuerst von
Jacobi*) in die Zahlentheorie eingefiihrten Verallgemeinerung des
Legendre’schen Symbols bedient; da der Gebrauch dieses Zeichens
auch fiir unsére~spateren Untersuchungen unerlisslich ist, so be-
schiiftigen wir uns zunichst mit der Erklirung desselben und den
Gesetzen, denen es gehorcht.

Es sei die ungerade Zahl P in ihre Primzahlfactoren p, p', p”
u. 8. w. zerlegt, also

P=nppp...
und m irgend eine relative Primzahl zu P, so setzen wir mit Jacobi

6=

offenbar ist der Werth dieses Symbols — +1 oder =—1, Je nach-
dem die Anzahl derjenigen Primfactoren p, p’, p" . . ., Voir welchen
m quadratischer Nichtrest ist, gerade oder ungerade ist. Wenn m'

*) Monatsbericht der Berliner Akademie. 1887,
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quadratischer Rest von P, und also auch von jeder einzelnen der
Primzahlen p, p', p” . . . ist, so ist

&)=)=() =

und folglich auch

®=-E)EE): =

aber man darf diesen Satz durchaus nicht umkehren; sobald nim-

lich die Zahl m von zweien der Primfactoren p, p', p"” ... (oder -

von vier, von sechs u. s. w.) quadratischer Nichtrest ist, so hat das
Symbol den Werth +4-1, und doch ist m quadratischer Nichtrest
von P. Im einfachsten Fall, wo P selbst eine ungerade Primzahl
ist, stimmt die Bedeutung des Zeichens offenbar mit der frithern
iiberein. Der-Vollstindigkeit wegen wollen wir ferner festsetzen,
dass, wenn P = 1, das Symbol immer die positive Einheit be-
deuten soll.

Aus dieser Definition des Zeichens ergeben sich nun folgende
Sitze:

1. Ist m relative Primzahl gegen jede der beiden ungeraden
Zahlen P und @, also auch gegen die ungerade Zahl P ¢, so ist

() (%) = (7o)

denn, wenn
P p pl 1
@=4q9q"
ist, wo p, p’ . . . . lauter Prunzahlen bedeuten, so ist

(PQ) (’”’) (’”) @) D@ @
-(3) (%)
2. Sind die Zahlen [, m, # . . . relative Primzahlen gegen die
ungerade Zahl P, so ist

@) ) (7)) = (5):

denn, wenn wieder

P=yppyp" ...
ist, so ist

1



(=) ()
(- ()3 ()
()= (2) () (2) -

u. 8. w.

Da nun ferner, wie friither (§. 33) bewiesen ist,

() () (@)= ()

ist, und Aehnliches fiir die anderen Primfactoren p’, p” u.s. w.
gilt, so erhdlt man durch Multiplication der vorangehenden Glei-
chungen

() (B) ()= (5=) =) (=)

worin der zn beweisende Satz besteht.

3. Ist m relative Primzahl zu der ungeraden Zahl P und
m = m' (mod. P), also auch m' relative Primzahl zu P, so ist

(m LAY
2 ?)»f T?')"
denn, wenn P = pp'p” ... ist, so ist auch
m = m' (mod. p), m = m’ (mod. p),

()= G=G)

u. 8. w., und folglich

B E) (@)

ras zu beweisen war. —

u. 8. W., also

4. Die beiden letzten Sitze zeigen, dass das verallgemeinerte
Symbol denselben Gesetzen gehorcht wie das einfache; wir wollen
nun zeigen, dass auch die Werthe der Symbole

&)@

nach den friitheren Regeln zu bestimmen sind, und endlich, dass auch
ein dem frithern ganz analoger Reciprocititssatz Statt findet; um
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aber den Gang der Beweise nicht zu unterbrechen, schicken wir
folgende Bemerkungen voraus. Ist

R — r! 7.![ r’/l
eine beliebige ungerade Zahl, so smd r—1,7" —1,7"—1.
lauter gerade Zahlen, und folglich ist jedes Product aus zweien
oder mehreren dieser Differenzen = 0 (mod. 4); bringt man daher
R in die Form

B=(1+4¢"—D) A4+ ¢"—1) A +0"—1).

und fithrt die Multiplication aus, so ergiebt sich

BR=14+@—1)+0@"—D+@E"—1)+ .. (mod. 4);

oder kiirzer

R—

——'2— = 2 (mOd 2),
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben # bezieht, der die
einzelnen Factoren #/, #”, ¥ . . . durchlaufen muss.

Auf ganz dhnliche Weise ergiebt sich aus denselben Voraus-
setzungen noch ein zweites Lemma; es ist ndmlich #2=1 (mod. 8)
und folglich

R=(014+¢?>—1) A4+@"*—1) QA +(@"2—1)) ...

=1+ 3 (r?—1) (mod. 64),
also
Rr—1 _
g =

und um so mehr
R — 1
8
Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zu unserm Gegen-
stande zuriick.
5. Ist P eine positive ungerade Zahl, so ist

)=

Denn wenn P das Product aus den positiven Primzahlen p’, p”,
P ... ist, 80 ist

)-G)G )=

wo der Summationsbuchsta,be p alle Primfactoren p', p", p" ..
durchlaufen muss; da nun nach dem ersten Lemma 4.

1
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p—1__ P—1
2 -—2—— = T (mOd. 2)

ist, so leuchtet die Richtigkeit des Satzes ein.
6. Ist P eine ungerade Zahl, so ist

(F)=cv-

Denn mit Beibehaltung derselben Zeichen ist

=G G G- =™

und da nach dem zweiten Lemma 4.

2102;1 —=‘P2;1 (mod. 2)

ist, so ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des zu beweisenden
Satzes.

7. Sind die beiden positiven ungeraden Zahlen P und @ re-
lative Primzahlen zu einander, so ist

&) G-

Denn es sei P das Product aus den Primzahlen

P', pll, p’" e (p)
und @ das Product aus den Primzahlen
4, 9" ... @

welche also von den Primzahlen p', p”, p' ... verschieden sind.
Dann ist zufolge der Erklirung und nach 2.

B-G) @ =)

wo das Productzeichen IT sich auf alle Combinationen einer jeden
der Primzahlen p mit einer jeden der Primzahlen ¢ bezieht; ganz

ebenso ist aber ‘
(#)=1()

(@) (@) =1(}) ()

wo das Productzeichen sich auf dieselben Combinationen ,Jbezieht;
da nun nach dem Reciprocitéitssatze

und folglich
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(B (@)=

ist, so ergiebt sich

B G=cr=

wo wieder das Summenzeichen sich auf dieselben Combinationen
jeder Primzahl p mit jeder Primzahl q erstreckt- es ist daher
—1g—1
e L=
wo auf der rechten Seite das erste Summenzelchen sich auf alle
Primzahlen p, das zweite sich auf alle Primzahlen ¢ bezieht. Da
nun nach dem ersten Lemma 4. '

3 _p—— ! P;_1 (mod. 2)
und

i q———l = Q;—I (mod. 2)
ist, so ergiebt sich

p—lg—1__P—1 Q

DO

was zu beweisen war. —

und hieraus

Es bleibt uns nun noch eine Bemerkung iiber das Symbol zu
machen iibrig; wir haben oben dieses Zeichen nur unter der Vor-
aussetzung definirt, dass die Zahl P eine positive ungerade Zahl,
und dass die positive oder negative Zahl m relative Primeahl zu P
ist; wir erweitern jetzt die Bedeutung des Zeichens dahin, dass P
auch eine negative ungerade Zahl sein kann, immer aber mit der
Beschrinkung, dass m relative Primzahl 2w P ist*); und zwar

setzen wir fest, dass-
m m
(_——P) = (T)

*) Spiiter (Supplemente §. 116) werden wir festsetzen, dass das Symbol
den Werth Null haben soll, sobald P eine ungerade Zahl, m aber keine re
lative Primzahl zu P ist.
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sein soll. Dann leuchtet augenblicklich ein, dass die Sitze 1., 2.,
3. und 6. ohne Beschrinkung giiltig bleiben; ferner, dass der Satz
5. nur dann richtig ist, wenn P positivist, dagegen fiir ein negatives
P falsch wird; und endlich, dass derSatz 7. nur dann giiltig bleibt,
wenn mindestens eine der beiden Zahlen P und @ positiv ist,
dagegen seine Giiltigkeit verliert, wenn beide Zahlen P und ¢ ne-
gativ sind.

§. 47.

Die oben (§. 45) an einem Beispiel behandelte Aufgabe, den
Werth des Legendre’schen Symbols zu bestimmen, bildet offenbar
nur einen ganz speciellen Fall der allgemeinen Aufgabe, den Werth
des Jacobi’schen Symbols zu bestimmen. Es zeigt sich nun, dass
die damals nothwendige Zerlegung in Primzahlfactoren (abgesehen
von dem Factor 2) ganz iiberfliissig geworden, und der anzuwen-
dende Algorithmus demjenigen ganz #hnlich ist, durch welchen der
grosste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen gefunden wird.
Einige Beispiele werden geniigen, um diese einfachere Methode zu
erldutern.

Beispiel 1: Nehmen wir das schon oben (§. 45) behandelte
Beispiel, so konnen wir jetzt nach dem verallgemeinerten Reci-
procititssatze

365 1847
1847 (3_65)

setzen, weil 365 von der Form 4% 4 1 ist. Da ferner 1847 = 22
(mod:"365) ist, so ist nach §. 46, 3. und 2.

(1??3;) (365) (365) 365)

da ferner 365 = 5 (mod. 8), so ist nach §. 46, 6.

2
(3—6‘5)—‘“"

365\ _ (
1847 365
Nach dem verallgemeinerten Reciprocitéitssatz ist nun wieder

also



Quadratische Reste. 109
,/‘; . (065 _2_) —
u' A ) (11 -
365
<1847) =+1,
Beispiel 2: Nach dem verallgemeinerten Reciprocititssatze ist
( 195) 1901
1901 ( 195
weil 1901 = — 49 (mod. 195), so ist
<1901 <— 49\
195 195 /)’
da ferner die Zahlen — 49 und 195 nicht beide negativ sind, so

gilt fiir sie der verallgemeinerte Reciprocititssatz, und, weil beide
von der Form 4% 4 3 sind, so ist

g/
(5%
und folglich

wie friiher.

— 49 — 195 . (1_9§ .
195 —49) 49)’
weil endlich 195 = —1 (mod. 49), und 49 von der Form 4x 4 1
ist, so ist
195 —1
49) 49 ) +1
also
195
(1901 =—1

d. h. 195 ist quadratischer Nichtrest der Primzahl 1901. Natiir-
lich hitte sich die Auflosung abkiirzen lassen durch Zerlegung
in Factoren, nédmlich durch die Bemerkung, dass 49 = 7 . 7 und

folglich
o) = () =~
195 195

ist; iiberhaupt wird die Operation immer bedeutend abgekiirzt,
wenn man im Ziéhler oder Nenner des Symbols quadratische Fac-
toren bemerkt, da diese sogleich fortgelassen werden konnen.

Beispiel 3: Da 74 = 2.37, und 101 = 5 (mod. 8) ist, so ist

(101) (101) 101) (101

dann ist ferner nach dem Reciprocititssatze
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13;)71) (101 — 10) (

und, weil 37 von der Form 8% -5 ist,

) =) () =— ()

endlich ist wieder nach dem Reciprocititssatze
(5)_ 37)__(3)__1
37) — (T —\5/
(101 =

Kiirzer gelangt man durch folgende Kette zum Ziele:

(101) (101) iO;7> (277> ( =<:7'1>

\./

und folglich

§. 48.

Wegen der Wichtigkeit des Reciprocititssatzes theilen wir
hier noch einen andern Beweis desselben mit, ndmlich den ersten
der von Gauss gegebenen sechs Beweise*); dies kann hier um
80 eher geschehen, als durch die im Vorhergehenden erorterte
Verallgemeinerung des Legendre’schen Symbols mehrere der von
Gauss unterschiedenen acht Fille sich zusammenziehen lassen,
wodurch der Beweis an Kiirze und Uebersichtlichkeit bedetitend
gewinnt**).

Das Wesen dieses Beweises besteht in der sogenannten voll-
standigen Induction; wenn ni#mlich der Satz fir je zwei Prim-
zahlen p, p' richig ist, welche kleiner sind, als eine bestimmte
Primzahl ¢, so ldsst sich zeigen, dass er auch fiir jede Combi-
nation einer solchen Primzahl p mit der Primzahl g selbst gelten
muss; hieraus und weil der Satz fiir die beiden kleinsten ungeraden

*) Disquisttiones Arithmeticae artt. 135 — 144.

**) Dirichlet: Ueber den ersten der von Gauss gegebenen Beweise
des Reciprocititsgesetzes tn der Theorie der quadratischen Reste (Crelle’s
Journal XLVII).



Quadratische Reste. 111

Primzahlen 3 und 5 wirklich richtig ist, folgt dann unmittelbar
seine Allgemeingiiltigkeit

Von besonderer Wichtigkeit fiir diesen Nachweis ist nun die
vorlaufige Bemerkung, dass aus der angenommenen Richtigkeit
des Reciprocititssatzes fiir je zwei Primzahlen p, p', welche kleiner
als die Primzahl ¢ sind, mit Nothwendigkeit auch die Giiltigkeit
des verallgemeinerten Satzes (§. 46, 7.)

(5 (=i

folgt, sobald die beiden ungeraden relativen Primzahlen P und @
(die nicht gleichzeitig negativ sein diirfen) nur solche Primzahl-
factoren enthalten, die kleiner als ¢ sind; denn der Beweis dieses ver-
allgemeinerten Satzes griindete sich ausschliesslich auf die Richtig-
keit des einfachen Satzes fiir alle die Paare von zwei Primzahlen,
von denen die eine in P, die andere in @ aufgeht.

Bei dem Beweise nun, dass der Reciprocititssatz fiir jede Com-
bination von ¢ mit einer Primzahl p gilt, welche kleiner als g ist,
haben wir zwei Fille zu unterscheiden. Der eine Fall und zwar
der schwierigere findet Statt, wenn ¢ die Form 4% 4 1 hat, und
zugleich p quadratischer Nichtrest von ¢ ist; dann ist zu beweisen,
dass auch ¢ quadratischer Nichtrest von p ist. In irgend einem
der andern Fille, ndmlich wenn ¢ von der Form 4# 4 3 ist, oder
auch, wenn ¢ zwar dieForm 4% 4 1 hat, dann aber p quadratischer
Rest von ¢ ist, kann man offenbar der Primzahl p immer ein solches
Vorzeichen geben, dass, wenn man @ = 4 p setzt, wenigstens fiir
eins der beiden Vorzeichen @ quadratischer Rest von ¢ wird; dann
ist also zu beweisen, dass

(2 — (— 1)@=k
(m)"( 1yHe=bke

ist; dieser letztere Fall ist deshalb leichter zu behandeln, weil die
Annahme sogleich einen Ansatz giebt, welcher nur ausgebeutet
zu werden braucht. Wir beginnen daher mit diesem Theile des
Satzes.

§. 49.

Es sei also @ =1 p quadratischer Rest von ¢, so hat die Con-
gruenz z? = o (mod. g) zwischen Q und ¢ immer zwei Wurzeln z
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deren Summe = ¢, und von denen folglich die eine, welche wir
mit e bezeichnen wollen, eine gerade Zahl ist. Dann wird
. et — o =qf
sein, wo f eine ganze Zahl bedeutet, welche jedenfalls nicht = 0
ist, weil sonst die Primzahl o eine Quadratzahl sein miisste. Diese
Zahl f kann aber auch nicht negativ sein; denn sonst wire @ po-
sitiv = p, und p—e? eine positive durch ¢ theilbare Zahl, was
aber unmoglich ist, da p — e? < p, und der Voraussetzung nach
p<gq ist. Diese positive Zahl f muss ferner ungerade sein; denn
da e gerade ist, so ist 2 — @ ungerade, und folglich auch jeder Di-
visor von e¢?— @, also auch f ungerade. Endlich ist diese positive
ungerade Zahl f nothwendig <<g—1; denn da ¢ < ¢ — 1, und
p<gq—1, s0ist gf =e?—w<(¢—1)?+(g—1), d. h.qf <q(g—1),
also wirklich f<¢q—1.
Nun sind zwei Fille moglich:

1. Ist f nicht durch p theilbar, so folgt aus der Gleichung

e?— @ = ¢f, dass
()=

und ferner, weil ¢f quadratischer Rest von p ist, dass

(@)=

sein muss; da nun die beiden ungeraden Zahlen f und e relative
Primzablen zu einander, beide kleiner als ¢, und endlich nicht
beide negativ sind, so gilt fiir sie der verallgemeinerte Recipro-
citidtssatz, d. h. es ist

(%) (%) — (— 1)%h@=D.%—D

und hieraus ergiebt sich unter Beriicksichtigung der beiden vor-
hergehenden Gleichungen

9 — (— 1)@ %D
(m)—“( 1y e,

Da ferner ¢ eine gerade Zahl ist, so ist auch — o = ¢f (mod. 4),
also (nach dem ersten Lemma 4. in §. 46)
o+l __g¢f—-1__g—1  f—1 .
—_— 5 = B B -+ D) (mOd- 2),
multiplicirt man diese Congruenz mit (w—1), so erhilt man auf

f
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der linken Seite ein Product aus zwei successiven ganzen Zahlen,
also gewiss eine gerade Zahl, und hieraus folgt unmittelbar
o—1f—1__@—1 q
2 2 2

(mod 2)
und also
9 — (1) %@—D. Ysg—D)
<m)~( 1yo. e,

was zu beweisen war.

2. Ist dagegen f theilbar durch p, so kann man f—=wo
setzen, wo @ eine ungerade Zahl bedeutet, die dasselbe Zeichen
wie @ hat und ihrem absoluten Werthe nach < ¢ ist. Da nun
e?—® = qo @, so ist auch e theilbar durch o und also ¢ = ¢m,
wo & wieder eine gerade Zahl ist. Hieraus ergiebt sich nun

82w —1=qep,
und es kann daher ¢ nicht durch e theilbar sein. Nun war o
quadratischer Rest von f — @ ¢, und folglich auch von @, also ist

(§)=(=) =+

ausserdem folgt aus der vorhergehenden Gleichung, dass — qo
quadratischer Rest von @, dass also

(3) ==

ist; da endlich von den beiden ungeraden Zahlen — ¢ und @ die
eine positiv ist, und da sie relative Primzahlen zu einander und
ausserdem beide < ¢ sind, so ist nach dem verallgemeinerten Re-
ciprocitatssatze

(— <P> < 2\ — (— 1)o@+
@ —9

und folglich unter Beriicksichtigung der beiden vorhergehenden
Gleichungen
(.q._) = (— 1D %@+D,
Ry @ *
Da nun & eine gerade Zahl und folglich gp = —1 (mod. 4) ist,
80 muss_die eine. der beiden Zahlen ¢ und ¢ von der Form

4n 41, die andere aber von der Form 4n + 3 sein, woraus folgt,
dass

Dirichlet, Zahlentheorfe. 8
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q>_2_1 = g__—2:_1 (mod. 2)
und also

<l> — (— 1)%lo—D. %=

®
ist. Also ist auch fiir diesen Fall der Satz bewiesen.

§. 50.

Wir kommen nun zu dem zweiten Theile , in welchem voraus-
gesetzt wird, dass p Nichtrest von ¢, und ¢ von der Form 45 4 1
ist, und in welchem bewiesen werden muss, dass ¢ Nichtrest von
p ist. Hier fehlt nun die Méglichkeit eines Ansatzes, und um diese
zu gewinnen, kommt alles darauf an nachzuweisen, dass wenigstens
eine Primzahl p' < ¢ existirt, von welcher ¢ quadratischer Nicht-
rest ist, oder mit anderen Worten, dass die Primzahl ¢ nicht von
allen kleineren Primzahlen quadratischer Rest sein kann. Fiir den
Fall, dass ¢ =5 (mod. 8) ist, hat dieser Nachweis nicht die geringste
Schwierigkeit; denn dann ist 3 (¢ + 1) = 3 (mod. 4), und folglich
muss unter den Primfactoren dleser Zahl %(q 4 1), welche natiirlich
alle < ¢ sind, mindestens einer p’ von der Form 4% + 3 sein; dann
ist aber ¢ = —1 (mod. p) folglich quadratischer Nichtrest
einer kleinern Primzahl p’. D®sto schwieriger war dieser Nachweis
fir den andern Fall zu fiihren, in welchem ¢ = 1 (mod. 8) ist;
und Gauss selbst gesteht*), dass es ihm erst nach manchen ver-
geblichen Versuchen gelungen ist, diese capitale Schwierigkeit zu
iiberwinden; er gelangte dazu durch folgende dusserst scharfsinnige
Betrachtung

Es sei 2m + 1 irgend eine ungerade Zahl, aber kleiner als g.
Wenn nun q quadratischer Rest von allen ungeraden Primzahlen

2 ist, welche diese ungerade Zahl 2m | 1 nicht tibertreffen, so ist
nach fritheren Sétzen (§. 37) die Primzahl ¢, da sie = 1 (mod. 8)
und also von jeder Potenz der Zahl 2 quadratischer Rest ist, auch
quadratischer Rest von jeder Zahl, welche keine anderen ungeraden
Primfactoren als die Primzahlen 2z enthilt, und also z. Bagon der
Zahl

* D. 4. art. 125
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M=1.2.3.4..... @m) (2m + 1);
es giebt daher positive Zahlen % von der Beschaffenheit, dass
g = X* (mod. M)
ist, und zwar muss £ relative Primzahl zu M sein, weil 2m 4+ 1 <q
und also auch ¢ relative Primzahl zu M ist. Aus dieser Congruenz
folgt nun weiter, dass in Bezug auf den Modul M/

k(@g—1%) (g—29) (g—37) ... (g—m?
=k(k?—12) (k2—22) (k2—3?) ... (k2 —m?)
=F&+m E+m—1)...+1)EE—1)...k—m-+1) (k—m)
ist; da nun nach einem frithern Satze (§. 15) jedes Product
von (2m + 1) successiven ganzen Zahlen durch M theilbar, und

ausserdem % relative Primzahl zu M ist, so ist das Product
(@—1) (@—2) @—39 ... (g—m?
theilbar durch das Product
M= m+1) (m+1)2—12) (m+1)2—2?2) ... ((m 4+ 1)2—m2)
d. h. das Product
1 g—12 q—2? q—m?

myl m+1P—1 (m+1)P—22  (mf 1)—me
ist nothwendig eine ganze Zahl

Andererseits leuchtet ein, dass dies Product gewiss keine
ganze Zahl ist, sobald fiir m die grosste ganze Zahl unterhalb Vgq
genommen wird; denn, wenn m~< Vg < m 1 ist, so sind alle
Factoren dieses Productes echte Briiche. Da nun ausserdem
2m 4+ 1<2Vq+ 1<gq ist, so kann fiir diese Zahl m die Annahme
nicht zuléissig sein, und wir haben daher folgenden Satz ge-
wonnen:

Ist q eine Primzahl von der Form 8n +1, so giebt es unter-
halb 2 Vq+ 1 und folglich auch unterhald q mindestens eine un-
gerade Primeahl p', von welcher q quadratischer Nichirest ist.

§. 51.

Nachdem fiir jede Primzahl ¢ von der Form 4n 41 die
Existeng einer Primzahl p' < ¢ nachgewiesen ist, von welcher g
quadratischer Nichtrest ist, gehen wir zum Beweise unseres zweiten
Theiles iiber. Jede solche Primzahl p' muss Nichtrest von g sein;

8*
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denn wire p’ Rest von ¢, so wiirde aus dem schon von uns be-
wiesenen Theil (§. 49)

(£) = (= o men = 41

folgen, was mit der Voraussetzung streitet. Mithin gilt fiir diese
Primzahl p’ das Reciprocititsgesetz. Giebt es nun ausser p' noch
andere ungerade Primzahlen p < ¢, welche Nichtreste von ¢ sind,
80 ist nur zu beweisen, dass

)=+

ist, weil hieraus sogleich folgt, dass ¢ Nichtrest von p ist. Da nun
der Voraussetzung nach p’ und p quadratische Nichtreste von ¢
sind, so ist pp’ quadratischer Rest von ¢, und es giebt daher
wieder eine gerade Zahl ¢ << ¢ von der Beschaffenheit, dass
o' —pp' =q9
und @ eine ganze Zahl ist; und weil die linke Seite dieser Glei-
chung eine ungerade Zahl darstellt, welche ihrem absoluten Werthe
nach < ¢? ist, so ist @ ebenfalls eine ungerade Zahl und zwar
< g. Je nach der Beschaffenheit dieser Zahl ¢ zerfallt nun der
Beweis in drei Theile.
1. Ist @ weder durch p noch durch p’ theilbar, so ist

)=+

und da qo qﬁadratischer Rest von pyp’ ist, auch

(1%% =1, also( ) (%,,

da ferner die beiden ungeraden relativen Primzahlen ¢ und pp"
(von denen die letztere positiv ist) nur solche Primfactoren ent-
halten, welche < ¢ sind, so gilt fiir diese beiden Zahlen auch das
verallgemeinerte Reciprocititsgesetz, d. h. es ist

(ﬁi ) (‘p—l)’) = (__ l)l/s(¢—1)~ l/g(ppl_l)

und folglich, mit Beriicksichtigung der belden vorhergehenden
Gleichungen

(__ = (— 1)%@-D.Yaep'—),

Da aber e eine gerade Zahl, so ist gp = — pp' (mod. 4), also,
da g = 1 (mod. 4) ist,
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¢ = —pp' (mod. 4)
!/
(;L;-__} =— Qp_;_-__}_ (mod. 2)

also

:’_
2_5—_1_,1@_5_%50(11106“2)

( 1% =1,
was zu beweisen war.

2. Ist @ durch p’ theilbar, durch p nicht theilbar, so setze man
¢ = p'v¢, und, da auch e durch p’ theilbar sein muss, ¢ = p'¢;
dann ist 9 < ¢ eine durch p nicht theilbare ungerade, und ¢ eine
gerade Zahl, und es wird

und folglich

p'et—p = qy.
Hieraus folgt nun zuniichst wieder (da v relative Primzahl zu
pp' ist)
10_11’) — 11
(B) =+1,
ferner
! 4
B)=G) = O=GG)
p p p. b b
und

=) = D-D6)

und folglich

(E%) ( ) (___1?) _) = (— 1)%r+D. !/.(p'—l)( 'l;’);

da endlich ¢ und pp' nur solche Primfactoren enthalten, die < ¢
sind, so ist nach dem verallgemeinerten Reciprocititssatz

i) (L’ﬁ) — (— 1)%@—1). %e(pp'—D)

( p pl ,'p - ( ) ®

und hievaus in Verbindung mit zwei vorhergehenden Gleichungen
(.L, = (— 1)%(4D. YlP—D+ %=1 . Yalpp'~D),

Da nun &2z==0 (mod. 4) und ¢ =1 (mod. 4), soist  =— p (mod. 4),

folglich
i — 1) §(» +1) (wod. 2),
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also
i+ D3 —D+3@—D.3(pp —1)
=i+ EW—1+i@p— 1} (mod. 2),
und da ferner (nach dem erstep Lemma 4. in §. 46)
i —D=§0—1D+i@—1 (mod 2)
ist, so ergiebt sich
i+ D 3@ —D+30@—1D.50@r—1
=i+ 1D.4(—1) =0 (wod. 2)
und folglich

("g—: =1,
pp
was zu beweisen war.

Da bei diesem Beweise die Annahme, dass ¢ Nichtrest von p’
ist, gar nicht zur Anwendung gekommen ist, so wird durch einfache
Vertauschung von p mit p’ der Beweis fiir den Fall entstehen, dass
@ durch p theilbar, durch p' nicht theilbar ist; denn im Uebrigen
sind sowohl die Voraussetzungen als auch das zu beweisende Re-
sultat vollstindig symmetrisch in Bezug auf beide Primzahlen p
und p'".

3. Ist g sowohl durch p als auch durch p’ und folglich (da
p und p’ verschiedene Primzahlen sind) auch durch pp’ theilbar,
so setze man @ = pp'¥, und, da e dann ebenfalls durch pp’ theil-
bar ist, e = pp’¢; dann bedeutet ¢ eine ungerade Zahl < ¢, und
& eine gerade Zahl, und es wird

pp'e—1=gqv.
Hieraus folgt, dass pp’ relative Primzahl zu ¢ und ausserdem
quadratischer Rest von v, also

112’) —11
| &)=+
ist; ebenso ergiebt sich aber, dass — g quadratischer Rest von
pyp', dass also :
_‘-Z_) = (_:‘.”
pp’ py

ist; nach dem verallgemeinerten Reciprocititssatze, welcher offen-
bar fiir die beiden Zahlen — ¢ und pp' gilt, ist ferner
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und hieraus ergiebt sich in Verbindung mit den beiden vorher-
gehenden Gleichungen

<—2—> = (— 1)‘./9(1’?'*1)~‘/2(lp+1).

py’
Da aber ¢ eine gerade Zahl, und ¢ = 1 (mod. 4), so ist  =—1
(mod. 4), also 3 (¥ + 1) eine gerade Zahl, und folglich

G ="
was zu beweisen war.

Hiermit ist nun auch der zweite Theil des Beweises vollstén-
dig gefithrt und dadurch die Allgemeingiiltigkeit des Reciproci-
titssatzes von Neuem nachgewiesen (ein dritter Beweis findet sich
in den Supplementen I §. 115). Auf #hnliche Weise lassen sich
auch die Sétze iiber die Charaktere der Zahlen — 1 und 2 begriin-
den, was dem Leser iiberlassen bleiben mag®).

§. 52.

Nach allen diesen Untersuchungen kehren wir nun zuriick zu
der Beantwortung der zweiten in §.32 aufgeworfenen Frage, welche
in §. 89 auf die folgende reducirt ist: '

Von welchen ungeraden Primzahlen q ist die gegebene Zahl D
quadratischer Rest?

Auch jetzt fragen wir nur nach denjenigen (positiv genommenen)
Primzahlen ¢, welche nicht in D aufgehen, und setzen ausserdem
der Einfachheit halber voraus, dass D kein Quadrat und auch
durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, weil -der. allgemeinere
Fall offenbar sogleich auf diesen einfachern reducirt werden kann.
Es wird sich zeigen, dass nicht blos alle diese Primzahlen ¢ (die
Divisoren der Form t?— Du? nach §. 39), sondern iiberhaupt alle
positiven Zahlen n, welche relative Primzahlen zu 2D sind und

der Bedingung
D
&)=+

*) Dirichlet a. a. O.
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geniigen, in einer Anzahl von bestimmten Linearformen, d. h. von
arithmetischen Reihen enthalten sind, deren Differenz entweder
=2 D oder=—4 D ist. Da wir vorausgesetzt haben, dass die positive
oder negative Zahl D durch keine Quadratzahl theilbar ist, so wird,
wenn wir das Product aller in D aufgehenden positiven ungeraden
Primzahlen p, p’, p” . . . mit P bezeichnen, entweder D = + P,
oder D = + 2P sein; wenn D keine ungerade Primzahl p als
Factor enthélt (fiir welchen Fall das Resultat aber schon in den
§§. 40, 41 oder allgemeiner in §. 46, 5. und 6. angegeben ist), wird
P =1 zu setzen sein. Wir unterscheiden im Ganzen vier Fille.

I D=4 P=1 (mod 4).

In diesem Falle ist, wenn » irgend eine positive Zahl bedeutet,
die relative Primzahl zu 2D ist, zufolge des verallgemeinerten Re-
ciprocitatssatzes (§. 46, 7.)

D\ _(n
(7) - (’P‘)
Da nun das Symbol rechts fiir alle Zahlen #, welche einer und der-
selben Classe (mod, P) angehoren, nach §. 46, 3. einen und den-
selben Werth besitzt, so kommt es offenbar nur darauf an, ein
vollstindiges System von ¢ (P) incongruenten Zahlen m (mod. P)
zu betrachten, die relative Primzahlen zu P sind, und fiir jede den

Werth des Symbols zu bestimmen. Es ist wichtig, dies etwas néher
zu untersuchen.

Zunichst ldsst sich beweisen, dass Zahlen b existiren, welche

der Bedingung
b '
(3)=-1 o

geniigen. Denn da D nicht = 4- 1 sein kann, und folglich P min-
destens eine Primzahl p enthélt, so wihle man einen beliebigen
Nichtrest 8 von p, und bestimme & (nach §. 25) durch die Be-
dingungen

b = B (mod. p), b=1 (mod. P'),
wo P — p P’ gesetzt ist, so wird

O-OB-0O@-—

Nachdem dieser Punct absolvirt ist, erkennt man leicht, dass die
Anzahl aller incongruenten Zahlen b (mod. P), welche der Be-
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dingung (1) geniigen, = } ¢ (P), und folglich die Anzahl aller in-
congruenten Zahlen a (mod. P), fiir welche

(3)=+1 @)

ist, ebenso gross ist. Denn setzt man

s=3(3).

wo m das ganze System aller ¢ (P) incongruenten Zahlen durch-
laufen soll, so ist S ginzlich unabhiingig von der Wahl der die
einzelnen Zahlclassen reprisentirenden Individuen m; da nun,
wenn b eine bestimmte Zahl von der Beschaffenheit (1) bedeutet,
auch die Producte bm ein solches vollstindiges System bilden, so

ist auch
s=3(p)=()3(p) =

() =0, ®)

mithin ist die Anzahl der Glieder dieser Summe, welche den Werth
+ 1 haben, gleich der Anzahl derjenigen, welche den Werth — 1
haben; d. h. die Anzahl der Zahlclassen a ist gleich derjenigen der
Zahlclassen b.

Es leuchtet ferner ein, dass man die Repridsentanten m (oder
a und b) simmtlich ungerade wihlen kann; denn ist m gerade, so
ist m 4+ P eine in derselben Zahlclasse enthaltene ungerade Zahl.
Dann wird also

(_g.> =41, wenn # = a (mod. 2P)

und folglich

D =—1, wenn # = b (mod.2P)
(%,

und jede (positive) Zahl , welche relative Primzahl zu 2 D ist, ist
in einer und nur einer dieser arithmetischen Reihen (von der
Differenz 2 D) enthalten.

Beispiel 1. Ist D = 4 P = 21, also ¢ (P) = 12, so sind die
simmtlichen relativen Primzahlen zu P congruent

+1, +2, +4, +5, +8, +10;

bestimmt man nun fiir jede dieser Zahlen den Werth des Jacobi’-
schen Symbols nach §. 47, so ergiebt sich
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a=x1,+4 5 b=+2 48 +10;
es wird daher

1

(%) = 41, wenn = =1, 5, 17, 25, 37, 41 (mod. 42)
21

<_n_ — —1, wemn = 11, 13, 19, 23, 29, 31 (mod. 42).

Beispiel 2. Ist D =— P =-—15, so sind die zu betrachten-
den Zahlenclassen folgende 41, 42, 14, +7; diese zerfallen in

e=+1,+2 +4 —7,und p = —1, —2, —4, + 7. Es wird
daher
—15
7) = 41, wemn = 1,17, 19, 23 (mod. 30)
—15
(T) — —1, wemn m =71, 11, 13, 29 (mod. 30).

Wir gehen nun iiber zu dem Fall
IL. D=+ P =3 (mod. 4).
Bedeutet » wieder eine positive relative Primzahl zu 2 D, so
ist nach dem allgemeinen Reciprocititssatz

D 1 n
B)=c ()
behalten wir dieselbe Bezeichnung wie im ersten Falle bei, so wird

<§> = +1, wenn n# =1 (mod. 4 und » = @ (mod. P)
oder » =3 (mod. 4) und % = b (mod. P)
dagegen

( >————1 wenn % =1 (mod. 4) und » = b (mod. P)

oder % = 8 (mod. 4) und % = a (mod. P).

Einem jeden solchen Congruenzpaare entspricht aber (nach §. 25)
eine bestimmte Classe von Zahlen # (mod. 4 P); man erhilt daher
(p(P) 1o (4 P) solche Classen von Zahlen », die der einen Kate-
gorie angehdren, und ebenso viele Classen von Zahlen #, die
den entgegengesetzten Charakter haben; diese Classen bilden arith-
metische Reihen von der Differenz 4D. Dies Resultat gilt auch
noch in dem Falle D = —1, obgleich dann keine Zahl % existirt.
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Beispiel. Fir D — + 15 wird

(%): + 1, wenn n=1(mod.4), =+ 1, + 2, + 4, — 7 (mod. 15)
oder n=3 (mod.4), =—1, —2, — 4, + 7 (mod. 15)

dagegen

<£) =¥ 1, wenn n=1 (mod.4), =~—1, —2, — 4, + 7 (mod. 15)

oder n=3 (mod.4), =+ 1, + 2, + 4, — 7 (mod. 15);

hieraus ergiebt sich

(if) +1, wenn n = 1,7, 11, 17, 43, 49, 53, 59 (mod. 60)

(%):-—— 1, wenn »n = 13, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 47 (mod. 60).

Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten, wenn man die
simmtlichen positiven relativen Primzahlen zu 4 P darauf priift,
ob sie der einen oder andern Kategorie angehoren, und- sie ldsst
sich noch durch manche Kunstgriffe abkiirzen, die hier nicht er-
wiahnt werden konnen.

ML D=+ 2P =2 (mod. 8).

In diesem Falle ist, wenn # eine positive relative Primzahl zu

D bedeutet,
D n
=) — (— 1) Ve(n2— —
<n> (= D <P>’

(D) + 1, wenn n = +1 (mod. 8), = a (mod. P)
‘oder n = +3 (mod. 8), = b (mod. P)

und folglich

dagegen

(g =—1, wenn % = +1 (mod. 8), = b (mod. P)
oder n = +3 (mod. 8), = a (mod. P)

und jedem bestimmten Congruenzpaare entspricht eine bestimmte
Zahlclasse n(mod. 8 P); die Zahlen » vertheilen sich daher in
arithmetische -Reihen. von der Differenz 4 D; jeder der beiden

Kategorien gehoren gleich viele Zahlclassen an. \
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Beispiel. Ist D — — 6, so ergiebt sich
(——%—6> =41, wenn % =1, 5, 7, 11 (mod. 24)
(‘76) ——1, wenn n = 13, 17, 19, 23 (mod. 24).

IV. D=42P =6 (mod. 8)

In diesem Falle ist

D n
=) — (— 1)Y=+ Y21 __
< n - ( 1) D+ ( P) 9
und folglich

(g =41, wenn n = 1, 3 (mod. 8), = a (mod. P)
oder n = 5,7 (mod. 8), = b (mod. P)
dagegen

(g) =—1, wenn 7n = 1, 3 (mod. 8), = b (mod. P)
oder n =5, 7 (mod. 8), = a (mod. P).
Die Zablen n vertheilen sich wieder in arithmetische Reihen von

der Differenz 4 D; jeder der beiden Kategorien gehoren gleich
viele Zahlclassen an.

Beispiel. Fir D — 4 6 ergiebt sich
(%) — 41, wenn n =1, 5, 19, 23 (mod. 24)

(%) ——1, wenn n = 7,11, 13, 17 (mod. 24).

Wir bemerken schliesslich, dass die vier Fille sich zusammen-
fassen lassen, wenn man zwei positive oder negative Einheiten
0, ¢ einfiihrt, so, dass d = + 1 oder = —1, je nachdem +P =1
oder = 3 (mod. 4), und dass & =4 1 oder — — 1, je nachdem
D ungerade oder gerade ist. Die vier Fille stellen sich dann
folgendermassen dar: -

D=+ P=1 (mod. 4), d =41, e=+1;
D=+ P=3(mod. 4), 0 =—1, e=+1;
D=+42P=2(mod. 8), 6 =+1, e =—1;
D=42P =6 (mod. 8), § =—1, e=—1.
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Dann ist vermoge des allgemeinen Reciprocititssatzes und der Er-
ginzungssitze (§. 46)

D Yon—1) Yy
(7) = vusun(3),

wo n wieder irgend eine positive relative Primzahl zu 2 D be-
deutet.

Lisst man % ein vollstindiges System incongruenter Zahlen
nach dem Modulus 4D durchlaufen, welche zugleich positiv und
relative Primzahlen zu 2D sind, so ergiebt sich in allen vier Fillen,
dass die entsprechende Summe

(@)=

ist; im ersten Falle geniigt es schon, dass » ein solches vollstin-
diges Restsystem nach dem Modulus 2D durchliuft.




