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Quadratische Reste. 75

Die Theorie der quadratischen Reste zerfdllt nun in zwei
Haupttheile; man kann némlich einmal die Frage aufwerfen:

Wenn der Modul k gegeben ist, welches sind dann die scimamt-
lichen incongruenten quadratischen Reste von k? und wie wiele
Wurzeln hat die einer jeden dieser Zahlen entsprechende Congruenz?

Bei weitem schwieriger ist aber.die Beantwortung der folgen-
den zweiten Hauptfrage:

Wenn die Zahl D gegeben ist, welches sind dann die Moduln
k, fiir welche die Congruenz (1) moglich ist, d. h. welches sind die
Zahlen k, von denen die gegebene Zahl D quadratischer Rest ist?

§. 33.

Wir beschiftigen uns zuerst mit der ersten Frage und be-
ginnen die Untersuchung mit dem einfachsten Falle, mit dem ném-
lich, wo der Modul eine wungerade Primzahl p ist (der Fall p=2
erledigt sich unmittelbar durch die Bemerkung, dass jede ungerade
Zahl = 1% also quadratischer Rest von 2 ist). Hier erhalten wir
die vollstindige Antwort sogleich durch die vorhergehende Theorie
der binomischen Congruenzen (§. 31). In unserm Falle ist némlich
n = 2 der Grad der binomischen Congruenz, und da p — 1 gerade
ist, so ist 8 = 2 der grosste gemeinschaftliche Divisor von # und
p—1; die Congruenz

2? = D (mod. p)
ist daher stets und nur dann méglich, wenn

D_— =1 (mod. p), "
und zwar hat sie jedesmal zwei incongruente Wurzeln; es giebt
§(p—1) quadratische ] Reste, , und folglich, da die Anza,hl aller in-

congruenten und durch p nicht theilbaren Zahlen gleich p—1 ist,
auch §(p—1) Nichtreste von p. Da ferner nach dem Fermat’-

schen Satze
1 p—1

) Dr— —l_.(Dﬂ—-l)(D’-l-l)——O(modp)
1st so folgt, dass, «u..¢ M' LN L Fr e e
h“ = —1 (mod. p)
sein muss, so oft D ein Nichtr ggjg von p ist. Je nachdem a.iw
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p—1
D% =41 oder = —1 ist, ist D ein Rest oder Nichtrest yon p.
Nennt man die Eigenschaft einer Zahl D, Rest oder Nichtrest von
% P zu sein, ihren Chaml.ter, so ist derselbe also durch dieses Kri-
s terium vollstindig bestimmt *).

Es lasst sich indessen auch ganz elementar beweisen, dass
die Anzahl sowohl der Reste als auch der Nichtreste = j( »— 1)
ist. Quadrirt man niimlich die }(p — 1) Zahlen

1, 2 3 ... 1_’.5—1
80 sind die Quadrate simmtlich incongruent; denn sind 7 und s
zwei verschiedene dieser Zahlen, so ist die Differenz ihrer Quadrate

r?—s? = (r +3s) (r—s)
nicht theilbar durch p, da die Factoren » 4+ s und r — s kleiner als
p sind. Diese {(p —1) Quadrate geben also wirklich }(p—1)
incongruente quadratische Reste; dagegen liefern die Quadrate der
folgenden Zahlen
dieselben Reste wieder; denn es ist allgemein
(p—r)? = p1—2rp + 1* = 1 (mod. p).

Also ist 1(p — 1) die Anzahl aller quadratischen Reste, und folg-
lich auch die der quadratischen Nichtreste.

Da ein Product aus mehreren Factoren, die nicht durch p
theilbar sind, dieselbe Eigenschaft hat, so kann man nach dem
Charakter des Productes fragen, wenn die Charaktere der Factoren
gegeben sind. Beschrinken wir uns zunichst auf zwei Factoren,
so sind folgende drei Félle zu unterscheiden.

I Das Product aus zwei Resten ist wieder ein Rest; denn
sind @ und a’ Reste, so giebt es Zahlen z, 2’ von der Beschaffen-
helt, dass a = z? (mod. p), o’ = z? (mod p); hieraus folgt aber

a = (z')? (mod. p), d. h. aa’ ist Rest von p.

IL. - Das Product aus eineni Rest und einem Nichtrest ist ein

Nichtrest. Denn wenn wir ein vollstindiges System incongruenter

*) Dies Kriterium riihrt wesentlich von Fuler her; man vergl. z. B. die
Abhandlung Theoremata circa residua ex divistone potestatum relicta, Nov.
Comm. Petrop. VII, p. 49; aber es ist mir nicht geglickt, in seinen zahl-
reichen Arbeiten iiber dxeaen Gegenstand eine Stelle aufzufinden, wo dasselbe
in voller Schirfe ausgesprochen wire.
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und durch p nicht theilbarer Zahlen bilden, so zerfillt dasselbe in
zwei Gruppen, deren eine }(p — 1) Reste — wir wollen sie all-
gemein mit o bezeichnen — und deren zweite 1 (p — 1) Nichtreste
B enthdlt. Multiplicirt man nun alle diese Zahlen « und § mit
einem Reste «, so bilden die Producte ae und af wieder ein voll-
standiges System incongruenter (durch p nicht theilbarer) Zahlen,
welches also wieder (p — 1) Reste und (p — 1) Nichtreste ent-
hélt. In der That sind nun (nach 1) die Producte ao simmtlich
wieder Reste; es miissen daher die anderen }(p —1) Producte af
simmtlich Nichtreste sein; also ist das Product aus jedem Rest a
und jedem Nichtrest g ein Nichtrest.

III. Das Product aus zwei Nichtresten ist ein Rest. Denn
bildet man wieder das System der Reste & und Nichtreste 8, und
multiplicirt dieselben mit einem Nichtreste b, so sind die Producte
be (nach IL) simmtlich Nichtreste; folglich miissen die iibrigen
1(p—1) Producte b8 siimmtlich Reste sein.

Man kann diese wichtigen Sitze offenbar in den folgenden
einen zusammenfassen:

Ein Product aus beliebig vielen durch die Primezahl. p nicht
theilbaren. Zahlen ist Rest oder Nichtrest von p, je nachdem die An-
zahl der Nichireste, welche sich unter den Fuctoren finden, gerade
oder ungerade 1ist.

Dieser Satz ergiebt sich auch unmittelbar aus deuél oben auf-
gestellten Kriterium fiir den Charakter einer Zahl; denn da

1 p=1 p-1 p—1
(@be..)% =a? b2 c? ...

ist, so wird
p—1

(abc..)? =+1 oder = —1 (mod. p)

r—1 p—1 2__1.
sein, je nachdem die Anzahl der Factoren g2, 2, b%,¢9...,
welche = —1 smd eine gerade oder ungerade 1st

Man kann diesen Satz in Form einer Gleichung ausdriicken,
wenn man sich eines von Legendre*) in die Zahlentheorie einge-
fithrten Zeichens bedient, welches in allen folgenden Untersuchungen

eine grosse Rolle spielt. Legendre bezeichnet némlich durch da.s

Symbol
m
&)

*) Théorie des Nombres, 8me éd. Tom. I. p. 197.




