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80 Dritter Abschnitt.

langt, welche vorher aus der allgemeinen Theorie der binomischen
Congruenzen abgeleitet waren.

§. 35.

Wir wenden uns jetzt zu der Untersuchung des Falls, in wel-

chem der Modul ¥ der quadratischen Congruenz
z2? = D (mod. k)

die Potenz einer Primzahl p ist; dabei miissen wir den Fall, in
welchem p = 2, gesondert von den iibrigen behandeln, in welchen
p eine ungerade Primzahl ist*).

Ist zunichst p eine ungerade Primzahl, und & = p7, wo =
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und nehmen wir an, die
Congruenz

21=D (mod p") (1)

mcongruente Wurzeln hat; denn ist & eine bestlmmte und“;c* irgend
eine Wurzel, so muss
2?—e? = (x—a) (z+ o) = 0 (mod. p7)
sein; von den beiden Factoren # — &« und z - « ist aber nur einer
durch p theilbar; denn wiren beide durch p theilbar, so wire auch
ihre Differenz 2 , und folglich auch « durch p theilbar, was nicht
der Fall ist, da wir D = «? als nicht theilbar durch p vorausge-
setzt haben. Da also einer der beiden Factoren relative Primzahl
gegen p” ist, so muss der andere fiir sich allein durch p® theilbar
sein. Es ist daher entweder
= « (mod. p®), oder 2z = —a (mod. p™);

alsd hat die Congruenz (1) entweder gar keine Waurzel, oder sie
hat zwei incongruente Wurzeln ¢ und — c.

Es ist nun noch zu entscheiden, wann das Eine, wann das An-
dere Statt finden wird. Da nun jede Wurzel ¢ der Congruenz (1)
auch eine Wurzel der Congruenz

= D (mod. p) (2)
ist, so leuchtet ein, dass die Congruenz (1) nur dann moglich ist,
wenn D quadratischer Rest von p ist; es fragt sich daher nur, ob

. ™ Die nachfolgenden Resultate lassen sich auch aus dem in §. 1456 be-
wiesénen Satze ableiten.
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auch umgekehrt, wenn D quadratischer Rest von p ist, hieraus die
Moglichkeit der Congruenz (1) folgt. Um dies zu zeigen, brauchen
wir nur nachzuweisen, dass, sobald die Congruenz (2) eine Wurzel
o besitzt (also D quadratischer Rest von p ist), hieraus sich eine
Wurzel der Congruenz (1) ableiten ldsst, welche = o (mod. p) ist;
und da Aehnliches von jeder Congruenz z? = D (mod. %) gilt, wo
D stets dieselbe Zahl, % aber irgend eine Potenz der Primzahl p
ist, so braucht man nur zu zeigen, dass aus einer Wurzel o der
Congruenz (1) sich eine Wurzel der Congruenz
* x? = D (mod. p7t?) (3)
ableiten ldsst, welche = o (mod. p™) ist. Es sei daher
o? = D (mod. p™) oder «?—.D = hp7,
so setzen wir -
r=atpry,
WOraus
2?— D = hp™ + 2ap™y 4+ p*7y? = p" (k4 20y) (mod. pT+1)
folgt; damit nun #? = D (mod. p™+) werde, braucht y nur so be-
stimmt zu werden, dass
20y = —k (mod. p)

werde; da nun D, folglich auch « und also, da p ungerade ist,
auch 2« eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so lisst sich y stets
so wihlen, dass es dieser Congruenz ersten Grades geniigt. Wir
sehen also, dass aus der Moglichkeit der Congruenz (1) auch stets
die Méoglichkeit der Cangruenz (3) folgt; durch dieselbe wiederholt
angewendete Schlussweise ergiebt sich also auch, dass aus der
Moglichkeit dgr Congruenz (2) stets die der Congruenz (1) folgt,
und wir habén auch eine Methode gefunden, um aus einer Wurzel
der Congrueng 2? = D fiir den Modul p successive eine Wurzel
derselben Congruenz fiir die Moduln p?, p®...p" zu gewmnen
Wir haben mithin folgendes Resultat:

Ist p eine ungerade Primzahl, und D eine durch p wicht theal-
bare Zahl so zst Sir die Moglzchkezt der Congruenz

2 x2? = D (mod..p")

erforderlwh und hmmchend dass

d. h. dass D quadmtz’_scher st von p sei; sobald diese Bedingung
erfallt ist, besitet die vorgel Uongmem 2wei: iheéongruenté WW-
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