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82 Dritter Abschnitt.

zeln o und — e, welche gefunden werden konnen, sobald man eine
Whzel der Congruenz

Tm— z? = D (med. p)
gefunden hat.

§. 36.

Wir gehen nun zu dem besondern Fall iiber, in welchem der
Modul % eine Potenz der Primzahl 2 ist, so dass also D irgend
eine ungerade Zahl bedeutet. Betrachten wir zundchst die Con-
gruenz

z? = D (mod. 4),
so erkennt man leicht, dass dieselbe stets und nur dann méglich
ist, wenn
D=1 (mod. 4)
ist. Denn ist die Congruenz moglich, so ist z jedenfalls ungerade,
und das Quadrat von z = 2n -+ 1 ist 4n?4-4x+1 = 1 (mod. 4);
umgekehrt, ist D =1 (mod. 4), so hat die Congruenz offenbar die
beiden incongruenten Wurzeln 2 = 1 und z = — 1 (mod. 4).
Gehen wir nun zu der Congruenz
z? = D (mod. 8)
iiber, so leuchtet ein, da das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl
4n+1 gleich 16n?+ 8% +1 = | (mod. 8) ist, dass diese Con-
grdenz nur dann moghch ist, wenn
D =1 (mod. 8)
ist; und umgekehrt, sobald diese Bedingung erfiillt ist, hat die
Congruenz die vier incongruenten Wurzeln z = 1, z = 3, 2 = b,
z=1"1. '
Betrachten wir jetzt die Congruenz
z? =.D (mod. 27),
wo x = 3 ist, so kann diese Congruenz nur dann moglich sein,
wenn die Congruenz

z? = D (mod. 8)
moglich ist; es ist daher erforderlich, dass #F
D =1 (mod. 8) :

.mei.  Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass diese Bedingung
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auch hinreicht, und dass dann die Congruenz stets 4 incongruente
Wurzeln hat. Nehmen wir ndmlich an, dies sei fiir den Modul
27 schon bewiesen, so kénnen wir zeigen, dass dasselbe auch fiir
den Modul 2741 gilt.- Es sei ndmlich &« eine Wurzel der Con-
gruenz

z? = D (mod. 27)
also

ot—D = h.27,
80 setzen wir -

= a-}271 y;
dann wird

2?—D = h.27 4 27 .qy - 2~ 2y2,
Da nun = = 3, so ist 22—2 = = 4 1, folglich
22— D = 27 (h+ ay) (mod. 27+1),

Damit also #2— D durch 27+1 theilbar werde, braucht man nur y
so zu wahlen, dass

ey = —h (mod. 2)
werde. Dies ist aber stets moglich, da « eine ungerade Zahl ist;
also folgt aus der Moglichkeit der Congruenz

x? = D (mod. 27),
wo m = 3 ist, stets die Moglichkeit der Congruenz

22 = D (mod. 27+1).
Wir schliessen hieraus zuniichst das folgende Resultat:

Damit die Congruenz
¥ = D (mod. 27),

n, welcher =3 zst Wurzeln habe, ist erforderlich und hin-
rezchend dass ~

D =1 (mod. 8)
sed.

Ist nun o eine Wurzel dieser Congruenz — und eine solche
kann immer nach der obigen Methode gefunden werden —, so
muss, wenn « irgend eine Wurzel derselben Congruenz bezeichnet,

, & — ot = (z—a) (r+e) = 0 (mod. 27)
sein. Da ferner o sowohl wie # ungerade Zahlen sein miissen, 5o
sind die beiden Factoren #—a« und 4 o gerade Zahlen, und
dann muss

z—o x40

.

2 2

= 0 (mod. 27-9)



