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Quadratische Reste. 87

fiir jeden Modul % moglich ist; die Anzahl ¢ ihrer Wurzeln ist
=1, wenn k = 1 oder & = 2; sie ist — 2, wenn % eine Potenz
einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer solchen Potenz
oder = 4 ist; in allen iibrigen Fillen ist ¢ durch 4 theilbar.
Schliessen wir die Falle ¥ — 1 und %k = 2 aus, so zerfallen die
¢ Wurzeln in }¢ Paare von Wurzeln ¢ und — ¢; denn mit ¢ ist
gleichzeitig auch — ¢ eine Wurzel, und da ¢ relative Primzahl zu
%, und folglich 2¢ nicht = 0 (mod. k) sein kann, so sind je
zwei solche Wurzeln ¢ und — ¢ auch incongruent. Das Product
0 X (— o) = — @? zweier solcher Wurzeln ist = — 1, und folg-
lich ist das Product aller ¢ Wurzeln = 4 1 oder — 1, je nach-
dem 6 durch 4 theilbar ist oder nicht.

Unter den ¢ (k) Zahlen z, welche nicht grosser als % und re-
lative Primzahlen zu % sind, finden sich zunichst die 6 Wurzeln
der Congruenz(1); die ubrlgen o (k) — & dieser Zahlen # (wenn noch
solche vorhanden sind) lassen sich in Paare von je zwei solchen
Zahlen r und s zerlegen, deren Product rs = 1 ist; denn zu jeder
Zahl r gehort (nach §. 22) eine solche Zahl s und nur eine, und
ausserdem kann s nicht = r sein, weil sonst 72 = 1, und folglich
r eine der 6 Wurzeln der Congruenz (1) wire. Mlthm ist auch
das Product aller dieser ¢ (k) — 6 Zahlen =

Multiplicirt man daher alle @ (k) Zahlen z mit einander, so
wird das Product = — 1, wenn k& Potenz einer ungeraden Prim-
zahl oder das Doppelte einer solchen Potenz oder =4 ist, in allen
iibrigen Fillen aber = 4+ 1. (In den beiden ausgeschlossenen
Fillen ¥ =1 und ¥ = 2 ist (k) = 1, und die einzige Zahl
2 =71 1) Dies ist der verallgemeinerte Wilson'sche Satz*).

§. 39.

Nachdem in den vorhergehenden Paragraphen die erste der
beiden in §. 832 aufgeworfenen Fragen ihre vollstindige Beant-
‘wortung gefunden hat, wenden wir uns jetzt zu der zweiten un-
gleich interessanteren, aber auch schwierigern Aufgabe:. . .

Alle Moduln % ou finden ,-von welchen eine gegebene Zag{ D
quadratischer Rest ist._

© %) Gauss: D. A. art. 78.



88 Dritter Abschnitt.

Bevor wir zu der Losung derselben iibergehen, wollen wir er-

‘wihnen, dass man héufig, namentlich in den #lteren Schriften, eine
‘andere Ausdrucksweise vorfindet. Die Moduln %, fiir welche eine

Congruenz f(z)=0(mod.k) moglich ist, nennt man auch Divisoren
der Form f(x), weil es Zahlen x giebt, fiir welche die. Form f(x)
durch einen solchen Modul % theilbar wird; die von uns gesuchten
Zahlen % sind daher die Divisoren der Lonn 22 — D; sje stimmen
vollstindig iiberein mit den Divisoren der For Formwtf,:ﬁp_y_? in
welcher ¢, 4 zwei unbestimmte ganze Zahlen bedeuten, die aber
immer relative Primzahlen zu einander sein miissen. Dass wirk-
lich jeder Divisor der Form #2— D auch ein Divisor der Form
t2 — Du? ist, leuchtet uwnmittelbar ein, da die letztere in die er-
stere iibergeht, wenn man ¢{ = x, v =— 1 setzt. Umgekehrt, ist
k Divisor der Form #2— Du?, so ist u jedenfalls relative Prim-
zahl zu % (denn ginge irgend eine Primzahl gleichzeitig in % und
u auf, so miisste sie auch in {2 und folglich auch in f aufgehen,
gegen die Voraussetzung, dass ¢, u relative Primzahlen sind), und
man kann folglich eine Zahl z finden, welche der Congruenz
uzx =t (mod. k) geniigt; da nun {2— Du? = 0 (mod. %), so ist
auch #?(z?— D) = 0 (mod. k) und folglich, da u? relative Prim-
zahl zu k ist, auch 22— D = 0 (mod. k), d. h. jeder Divisor %
der Form #2— Du2?, in welcher ¢ und w relative Primzahlen zu
einander sind, ist auch Divisor der Form 2 — D.

Das allgemeine Problem wird daher hiufig auch so ausge-
driickt: es sollen alle Divisoren der Form #?— Du? gefunden
werden, in welcher D eine gegebene, ¢ und # dagegen zwei unbe-
stimmte ganze Zahlen bedeuten, die relative Primzahlen zu ein-
ander sind. :

Wir beschriinken uns auch hier auf solche (immer mit posi-
tivem Vorzeichen genommene) Moduln %, die relative Primzahlen
zu D sind; da ferner nach den vorhergehenden Untersuchungen
die Moglichkeit der Congruenz %2 = D (mod. k) nur von der Be-
schaffenheit der in __k_a.nigg___nden Primzahlen abhiingt und fiir
einen Modul von der Form 27 immer leicht' beurtheilt wérden
kann, so kommt es nuf darauf an, alle ungeraden (in D nicht duf-
gehenden) Primzahlen p zu finden, von welchen' D quadrahscher
Rest ist. Bedenken wir ferner, dass (nach §. 33) der quadratische
Charakter einer Zahl D in Bezug’ auf einen solchen Modulus P

- mur ¥on den in D’ enthaltenen Factoren abhiingt, so wetden wir.

-

in letzter Instanz auf folgendes Problem gefiihrt:



