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90 Dritter Abschnitt.

wo 9 (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet; da nun
(nach dem Fermat’schen Satze §. 19) die linke Seite dieser Glei-
chung fiir p— 1 incongruente Werthe von x congruent Null wird,
so wird (nach §. 26) auch 2?41 fiir zwei incongruente Werthe
® von z congruent Null *), d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer Rest
von allen Primzahlen von der Form 47 4- 1. Der Satz ist also von
Neuem bewiesen.

§. 41.

Wir gehen nun zu der Losung der zweiten Aufgabe iiber,

welche sich auf die Congruenz

z? = 2 (mod. p)
bezieht. Fermat hat, wahrscheinlich durch Inductior, folgendes,
zuerst von Lagrange **) bewiesenes, Resultat gefunden:

Die Zahl 2 ist quadratischer Rest oller Primzahlen von einer
der beiden Formen 8n—|—] oder 8n--T7, dagegen Nichtrest aller
Primzahlen von einer der beiden Formen 8n -+ 3 oder 8n +5.

Wir beweisen zuerst den zweiten Theil des Satzes, dass nim-
lich 2 Nichtrest aller Primzahlen p von der Form 8#+3 ist.
Offenbar ist derselbe fiir p = 38 richtig, denn nur die Zahl 1 ist
Rest von 3. Gesetzt nun, der Satz wire nicht allgemein giiltig, so
miisste es doch eine Kleinste Primzahl p von der Form 8#+43
geben, fiir welche er unrichtig wiirde, fiir welche also die Con-
gruenz

2? = 2 (mod. p)
moglich” wiirde. Hierin kann man immer die Wurzel z kleiner
als p und ungerade voraussetzen, denn wenn z gerade ist, so ist
die andere Wurzel 2’ = p—2x ungerade_ Wir konnen deher

z2—2 = pf
setzen, wo f positiv und kleiner als p ist; da ferner x?® von der
Form 8#n 41, also pf von der Form 8#—1, und folghch f von
" der Form 8n :F 3 ist, so hat die Zahl f mindestens einen Prim-
factor p' von einer der Formen 8# + 3 oder 8n-—3; deénn ein
Product aus lauter Factoren von der Form 8n+4-1 wiirde wieder

*) Man findet auch leicht mit Hilfe des Wilson'schen Satzes (§. 27), daas
iese Wurzeln = + 1.2.8 ... 1(p—1) sind.
- *%) Regherches d’Arzthm&que Nouv. Mém. de FAcad. de Berlin. - Iﬁﬁ
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dieselbe Form 8%+ 1 haben. Fiir diese Primzahl p', die jedenfalls
< p ist, wiirde dann ebenfalls z? = 2 (mod. p') sein; allein dies
streitet mit unserer Voraussetzung, dass p die kleinste in der Form
8n 13 enthaltene Primzahl ist, von welcher die Zahl 2 quadrati-
scher Rest ist. Mithin ist diese Voraussetzung iiberhaupt unzu-
ldssig, und es folgt, dass stets

(%) = —1 ist, wenn p = 8#n + 3.

Wir wollen jetzt zweitens beweisen, dass die Zahl 2 quadrati-
scher Rest aller Primzahlen p von der Form 8% 4 7 ist; da nun
(nach §. 40) —1 quadratischer Nichtrest aller dieser Primzahlen
ist, so haben wir nur zu zeigen, dass die Zahl — 2 ebenfalls Nicht-
rest aller dieser Primzahlen ist; statt dessen stellen wir uns die
allgemeinere Aufgabe zu beweisen, dass — 2 Nichtrest von allen
in den beiden Formen 8# 4 5, 8n 4- 7 enthaltenen Primzahlen ist,
obgleich dies fiir die Primzahlen der Form 8# -4 5, von welchen
(nach §. 40) — 1 quadratischer Rest ist, schon im Vorhergehenden
geschehen ist. Zun#chst bemerken wir wieder, dass der Satz fiir
die kleinste in einer dieser Formen enthaltene Primzahl 5 in der
That richtig ist. Wenn nun der Satz nicht allgemein giiltig ist,
so sei p die kleinste ihm nicht gehorchende Primzahl, so dass also
eine Zahl x existirt, fiir welche

2242 = 0 (mod. p)
ist; auch hier konnen wir wieder annehmen, dass « kleiner als p
und ungerade ist, so dass, wenn wir
at+ 2 =pf

setzen, die Zahl f positiv, ungerade und klemer als p ausfallt Da
ferner.#? 4 2 = 3 (mod.8) und p = 5 oder = 7 (mod.8) ist, so
muss f entsprechend = 7 oder = 5 (mod. 8) sein; und da ein Pro-
duct aus lauter Factoren von den Formen 8# -+ 1, oder 8n 43
stets wieder eine dieser Formen, niemals eine der Formen 87 4 6
oder 8# -4~ 7 hat, so muss die Zahl f mindestens einen Primfactor
p' von einer der Formen 8% 47, 8w 4+ 5 haben, fiir welchen der -
Satz ebenfalls unrichtig ist, da 22 + 2 = 0 (mod. p') ist; allein, da
P < p, 8o streitet dies mit der Annahme, dass p die kleinste dem
Satze nicht gehorchende Primzahl ist. Also ist die Annahme iiber-
haupt nicht zulissig und folglich der Satz allgemeingiiltig, dass

(:“53)'—.:_-..1 fir p=8n45 oder = 8n+% .-




