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92 Dritter Abschnitt.
d. h. dass

2
(p) p +

(%)_—:-{—1 fir p=8n+7

ist.

Es bleibt jetzt nur noch zu beweisen iibrig, dass 2 quadra-
tischer Rest von allen Primzahlen p von der Form 8% 41 ist;
hierauf ist die vorhergehende Methode aus dem Grunde nicht an-
wendbar, weil die Annahme des Gegentheils sich nicht in Form
einer Congruenz darstellen lisst, die dann zur Auffindung des
Widerspruchs benutzt werden konnte. Allein in diesem Falle
kann man direct, wie folgt, verfahren; da p = 8n 4 1 ist, so hat
die Function x»—1 —1 den Divisor 28 —1, also auch den Factor
z*t 4 1, und hieraus folgt nach einem frithern Satze (§. 26), dass
die Congruenz

zt4+ 1 =0 (mod. p)
Wurzeln hat; ist nun z eine solche, so ist
24+ 1 = (22£1)?F 24?2 = 0 (mod. p),
also
(x?+1)? = + 222 (mod. p);
es ist daher 4 222 und folglich auch 4-2 quadratischer Rest von p;
in Zeichen

(%) =1, wenn p = 8n 4 1.

Hiermit ist der Satz in allen seinen Theilen_bewiesen; wir
kionnen denselben jn der einen Gleichung

@)-

~ zusammenfassen; denn je nachdem p = 8n+1, oder p = 8n+4 3
ist, wird }(p?— 1) eine gerade oder ungerade Zahl. = -

§ 42.

.  Wir kommen nun zu der Untersuchung der dritten Frage:
“von welchen ungeraden Primzahlen p ist die gegebene ungerade

PR
"
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Primzahl q quadratischer Rest? Die vollsténdige Antwort hierauf
wird durch einen der wichtigsten und interessantesten Sitze der
Zahlentheorie gegeben, welcher seines eigenthiimlichen Charakters
wegen den Namen des Reciprocitits- Satzes erhalten hat. Man
kann ihn folgendermaassen aussprechen:

Sind p und q zwei positive ungerade Primeahlen, von denen
mindestens eine die Form 4n + 1 hat, so iswuadratischer Rest
oder Nichtrest von p, je nachdem p_quadratischer Rest oder Nicht-

.rest von q ist; haben aber beide Primzahlen p und q die Form
4n + 3, so ist q quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nach-
dem p quadratischer Nichtrest o%;quadmtischer Rest von q ist.

“Offenbar lisst sich dieser Satz durch die fir beide Fille giiltige

Gleichung
B @)=

ausdriicken; denn sobald mindestens eine der beiden Primzahlen
p oder ¢ die Form 4% -} 1 hat, so ist die entsprechende der beiden
Zahlen ! (p—1) oder (¢ —1), und folglich auch ihr Product
§(p—1)-1(¢—1) eine gerade Zahl, so dass "

B@ =12 @)=()

ist, worin der erste Fall seinen Ausdruck findet; sind dagegen
beide Primzahlen p und g von der Form 4%+ 3, so sind auch
beide Zahlen }(p— 1) und (¢ — 1), und folglich'auch ihr Product
$(p—1)-1(g—1) ungerade, so dass

@@ =212 ()=—)
9/ \p /. q
wird, worin der zweite Theil des Satzes ausgedriickt ist.

Ist z. B. p = 3, g == 5, so ist p quadratischer Nichtrest von
¢ und gleichzeitig ¢ quadratischer Nichtrest von p, in Zeichen

B)=@)--

Ist ferner p = 3, ¢ = 13, so ist p quadratischer Rest von ¢
und gleichzeitig ¢ quadratischer Rest von p, in Zeichen

B0+

Ist dagegen p — 3, ¢ = 7, so ist p' quadratischer Nichtrest
~ von g und gleichzeitig ¢ quadratischer Rest von p, in Zeichén -



