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é‘ Dieser Satz wurde zuerst von Legendre durch Induction ge-
tunden und ausgesprochen; allein erst Gauss hat denselben voll-

i standlg bewiesen, ja er hat nach einander sechs auf ganz verschie-
! denen Grundgedanken beruhende Beweise*) von diesem Satze
gegeben, den er in etwas anderer Form aussprach und seiner
Wichtigkeit wegen das Theorema fundamentale in der Theorie der
quadratischen Reste nannte. Wir folgen hier zunichst dem dritten
dieser sechs Beweise, der sich auf ein Lemma stiitzt, durch welches
das Euler’sche Kriterium (§. 33) iiber den Charakter einer Zahl D
in Bezug auf die Primzahl p in ein anderes umgeformt wird.

§. 43.

Wir haben frither (§. 33) gesehen, dass eine durch p nicht
theilbare Zahl D quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, je
nachdem

p_—l
D?* =41 oder = —1 (mod. p)
ist; betrachten wir nun die Producte
D, 2D, 83D...¥p—1)D

aus dieser Zahl D und aus den ersten }(p—1) ganzen positiven
Zahlen, so werden die kleinsten positiven Reste
1y, Toy T3 ... rp_:l
2

derselben, nach dem Modulus p genommen, erstens simmtlich ver-
schieden von einander und kleiner als p sein, und keiner von ihnen
kann gleich Null sein. Wir theilen nun diese }(p—1) Reste in
zwei Abtheilungen, je nachdem sie grosser oder kleiner als }p sind,
und bezeichnen die erstern, deren Anzahl = p sei, mit

Oy Og ¢« u",

*) D. A. artt. 125—145. — D. A. art. 262, — Theorematis arithmetici
demonsiratio nova. 1808. — Summatio quarumdam serierum singularium.
1808, — Theorematis fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis

. demonstrationes et ampliationes novae. 1817, — Vergl. §§. 48 — 51, 115.
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die iibrigen Reste, welche kleiner als 1p sind, und deren Anzahl
A =1(p—1) — pist, mit

Biy B2--. Ba
Nimmt man nun von den erstern p Resten ihre Erginzungen
zur Zahl p, also die Zahlen
P—oa;, PO . ..P— 0y,
80 liegen dieselben, ebenso wie die 4 Zahlen #;, fs ... B, auch
-zwischen den Grenzen 0 und }p; ausserdem sind sie a.lle von ein-
ander verschieden; endlich ldsst sich aber auch zeigen, dass sie

von den A Zahlen 8, f; . . . B2 verschieden sind; denn wire z. B.

p—o = B, also e 4+ f = p = 0 (mod. p), so miisste auch, wenn
o der Rest von sD , B der Rest von £D ist,

sD+tD = (s+t)D = 0 (mod. p)

und folglich s + ¢ durch p theilbar sein; allein da jede der beiden
Zahlen s und ¢ zwischen 0 und Ip llegt so liegt s 4 ¢ zwischen 0
und p (mit Ausschluss dieser belden Grenzen); es kann daher
s + t nicht theilbar durch p, und folghch auch nicht p—oa= B
sein.

Mithin haben die folgenden } (p—1) Zahlen

p—oy, p—...p—ay; P, Br...fH

lauter von einander verschiedene Werthe, und da sie ihrem Werth

nach zwischen 0 und }p liegen, so miissen sie im Complex genom-
men identisch mit den 1(p —1) Zahlen

1, 2, 3...3(p—1)
sein, 8o dass ihr Product
(p—o) (p—eas) ... (p— @) Bify...Br=1.2.3. Sp—1)

ist. Werfen wir hieraus die Multipla von p weg, so erhalten wir
die Congruenz

(— 1);““1“9 PN “y‘ﬂlﬁi PPN ﬁl =1.2.3... %(p——l) (mOd.P);
da nun andererseits

p—1
ooy .. Oy Pyfy...fa=1.2...1(p—1)D? (mod. p)
ist, so folgt hieraus, dass

d B
(=1%.1.2.-.}(p—1). D7 =1.2.8---}(p—1) (mod: p)

-
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. und also auch
* —1

0 ?/(Z D 2 = (—1)“ (mod. p)
er, was dasselbe sagt, dass

)= |

ist. Hierin besteht die Umformung des KennZeichens, welches
dariiber entscheidet, ob eine Zahl D quadratischer Rest oder Nicht~
rest der ungeraden Primzahl p ist: :

Man braucht wur nachzuschen, ob die Anzahl w der klemsten‘-
positiven Reste der Zahlen ‘

D, 2D, 3D...i(p—1)D,

die grosser als }p ausfallen, gerade oder ungerade ist; je nachdem
das Erstere oder Letztere eimtritt, ist ____g,_,g,dratzscher Rest oder
qmdmtzschefr Nichtrest von p.

Mit Hiilfe dieses Satzes ist ‘man schon im Stande, fiir Jedes
wirklich gegebene D die Formen fiir die Primzahlen aufzustellen,
von welchen D Rest oder Nichtrest ist. Um dies deutlicher zu
zeigen, betrachten wir den allerdings schon frither (§. 41) voll-
stindig durchgefithrten Fall D = 2. Bilden wir die Zahlen

2, 4, 6...(p—1),

8o ist jede derselben auch ihr eigener kleinster positiver Rest in
Bezug auf den Modulus p, und die Anzahl g derjenigen dieser
Zahlen, welche >1p sind, wird durch die Bedingungen

p—1—2pu<ip<p+1—2u oder 42<y,<10+2

bestimmt; bezeichnen wir daher allgemein mit [z] die grosste in
der reellen Zahl 2 enthaltene ganze Zahl, so dass stets 0§a:-~[a:}<1

ist, so erhalten wir
' — 1’_4:2].
: v=[4

Je nachdem nun p von einer der Formen 8n -1, 80;-{; 3,
8n+5, 8n+7 ist, wird p = 2n, 2041, 2041, 204 2; es ist
daher @ gerade und folglich

(—) +1, wenn p=+1 (mod. 8’),
und @ ist ungerade, also -



