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Quadratische Reste. 97

(%) = —1, wenn p =+ 3 (mod. 8).

Auf diese Weise finden wir also eine vollstindige Bestétigung
des Resultats unserer frithern Untersuchung (§.41), und ganz eben-
so wiirde sich fiir jeden speciellen Werth von D die Untersuchung
fiilhfen lassen, z B. fiir die nichstliegenden Fille D — — 1,
D=3 D=5usw

- §. 44,

Wir verlassen diese Anwendungen auf specielle Félle und wen-
den uns zu einer weitern Umformung, bei welcher wir der spatern
Bezeichnung wegen ¢ statt D schreiben wollen. Bezeichnen wir
wieder mit [x] die grosste in dem Werth z enthaltene ganze Zahl,
und setzen wir zur Abkiirzung p = 2p' 4+ 1, so konnen wir

Q=10_%]+7’l
2
QQ:P_“p—q]“l*’"z
- !

P,q - pLI-)Fq_]“FrP'

setzen, wo wie friiher (§. 43)
Y1y Yo .. ¥y

zwischen den Grenzen O und p liegen; theilen wir wieder diese
kleinsten Reste in zwei Abtheilungen

oo, g ... Oy

By, B:...Ba,
von denen die ersteren >1p, die letzteren <}p sind, und bezeich-

nen wir mit 4 die Summe der p ersteren, mit B die Summe der
4 letzteren, ferner mit M die Summe ‘

2 !’
M:[q {}ﬂA“. F%
P + 7 + + ik
so folgt durch Addition der vorstehenden Gleichungen

11
ps q=pM+ A+ B;
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und




98 Dritter Abschnitt.

da nun (nach §. 43) der Complex der Zahlen
p—o, p—oy...p—0y; Pi, Pa--. P2
., mit dem Complex der Zahlen

—1
1,2,3...1'L2—

* vollstindig {ibereinstimmt, so ist ihre Summe

Pl yp—4+B;

8
zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhdlt
man
Teoe s 2 —1
! I (¢—)=W—pp+24.

2*,”»,‘?.{(#(“:-,&’; 8
¢ £ »t Nun kommt es uns lediglich darauf an, zu erfahren, ob u ge-
rale oder ungerade ist; lassen wir daher alle Multipla von 2 fort,
X so erhalten wir, da p = — 1 (mod. 2) gesetzt werden kann,
pr—1

p=M+—

= ""Je nachdem daher die zur Rechten befindliche Zahl gerade
oder ungerade ist, wird ¢ quadratischer Rest oder Nichtrest von
p sein. Nehmen wir daher z. B. wieder den Fall ¢ = 2, so ergiebt
sich unmittelbar 2 = 0, also
= p2—8—1 (mod. 2),
folglich -

B)=cr=cn7;

dies ist aber genau die schon frither (§. 41) aufgestellte Formel.

Von jetzt an wollen wir die Untersuchung nur noch unter der
Voraussetzung fortfithren, dass g eine ungerade, also g—1 eine
geradeZahl ist; dann ist also

g = M (mod. 2), (%) = (— 1),

und es reducirt sich daher die ganze Frage darauf, zu entschei-
den, ob die oben mit M bezeichnete Summe gerade oder wnge-
rade ist. -

Um dies weiter zu untersuchen, machen wir die fernere An-
-nahine, es sei g positiv und Kleiner als p. Dann leuchtet zunichst

(g—1) (mod. 2).
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ein, dass jedes Glied in der Reihe I hochstens um eine Einheit
grosser ist als das unmittelbar vorhergehende, weil der Unterschied
von zwei auf einander folgenden Briichen

9 und (s+Daq

<< 1 ist, und folglich héochstens eine ganze Zahl zwischen beiden
liegen kann;-da ferner der letzte Bruch
re__—lg_g—1,p—q
p - 2p 2 2p
ist, so ist der Werth des letzten Gliedes in der obigen Reihe
lﬂg I 1 —
[p] —3 =T
Mithin kommen in der Summe M nach und nach Glieder vor,
welche die Werthe 0, 1, 2 .. ¢’ besitzen; wir suchen nun gerade
die Stellen auf, wo zwei auf einander folgende Glieder

R bl

wirklich um eine Einheit verschieden sind, so dass, wenn £ irgend
eine der Zahlen 1, 2 . .. ¢’ bedeutes;

iﬂ<t<————(s§1)q

wird (da q relative Primzahl zu p, und s < p ist, so kann keiner
der B}?@he sq:p eine ganze Zahl sein); hieraus folgt aber

'%§%<s+l, also s:[%q],

und, folglich g es in der Reihe M jedesmal

. 7 ]__ r('?-—1)10]
F-1
Glieder, welche defi” Werth (f— 1) haben; und die Anzahl der

letzten (%ﬁeder, welche den Werth ¢/ haben, ist offenbar
.} p’ J— Lﬂ] .
q
Multiplicirt m nun jedesmal die Anzahl einer solchen Gruppe
von Gliedern, %felche einen und denselben Werth haben, mit diesem
Werth, so mig§ die Summe aller dieser Producte = M werden
Dies giebt &

~ -

7%
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ofg) e () )+ (- )
R )

=-E-FA= [ e

Setz;n wir daher

N=[£]+[?£]+...+[ﬂ],

q q q
so erhalten wir das Resultat
» . _p - 1 . q _— ].

welches offenbar fiir je zwei positive ungerade relative Primzahlen
p,q giiltigist; denn bei der Ableitung ist weiter Nichts vorausgesetzt,
und da das Resultat vollkommen symmetrisch in Bezug auf die
beiden Zahlen p, ¢ ist, von welchen doch eine jedenfalls die kleinere
sein muss, so ist auch die bei dem Beweise gemachte Annahme, es
sei p > g, erlaubt.

Hiermit ist nun zwar die Summe M nicht selbst gefunden,
sondern nur auf die Summe N zuriickgefithrt; aber dies geniigt
vollstindig, um den Reciprocitits-Satz daraus abzuleiten. Oben
ist gezeigt, dass, wenn p eine positive ungerade Primzahl, und ¢
irgend eine durch p nicht theilbare ungerade Zahl bedeutet, stets

@)=

ist; nehmen wir daher jetzt ferneran, dass ¢ ebenfalls eine positive
ungerade Primzahl ist, so wird ebenso

@)=

und folglich, mit Riicksicht auf den so eben bewiesenen Satz,

(§> (%) = (— 1)¥M+¥ = (— 1)2%‘1‘.__1_?’

worin der Reciprocitits-Satz besteht.



