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114 Dritter Abschnitt.

q>_2_1 = g__—2:_1 (mod. 2)
und also

<l> — (— 1)%lo—D. %=

®
ist. Also ist auch fiir diesen Fall der Satz bewiesen.

§. 50.

Wir kommen nun zu dem zweiten Theile , in welchem voraus-
gesetzt wird, dass p Nichtrest von ¢, und ¢ von der Form 45 4 1
ist, und in welchem bewiesen werden muss, dass ¢ Nichtrest von
p ist. Hier fehlt nun die Méglichkeit eines Ansatzes, und um diese
zu gewinnen, kommt alles darauf an nachzuweisen, dass wenigstens
eine Primzahl p' < ¢ existirt, von welcher ¢ quadratischer Nicht-
rest ist, oder mit anderen Worten, dass die Primzahl ¢ nicht von
allen kleineren Primzahlen quadratischer Rest sein kann. Fiir den
Fall, dass ¢ =5 (mod. 8) ist, hat dieser Nachweis nicht die geringste
Schwierigkeit; denn dann ist 3 (¢ + 1) = 3 (mod. 4), und folglich
muss unter den Primfactoren dleser Zahl %(q 4 1), welche natiirlich
alle < ¢ sind, mindestens einer p’ von der Form 4% + 3 sein; dann
ist aber ¢ = —1 (mod. p) folglich quadratischer Nichtrest
einer kleinern Primzahl p’. D®sto schwieriger war dieser Nachweis
fir den andern Fall zu fiihren, in welchem ¢ = 1 (mod. 8) ist;
und Gauss selbst gesteht*), dass es ihm erst nach manchen ver-
geblichen Versuchen gelungen ist, diese capitale Schwierigkeit zu
iiberwinden; er gelangte dazu durch folgende dusserst scharfsinnige
Betrachtung

Es sei 2m + 1 irgend eine ungerade Zahl, aber kleiner als g.
Wenn nun q quadratischer Rest von allen ungeraden Primzahlen

2 ist, welche diese ungerade Zahl 2m | 1 nicht tibertreffen, so ist
nach fritheren Sétzen (§. 37) die Primzahl ¢, da sie = 1 (mod. 8)
und also von jeder Potenz der Zahl 2 quadratischer Rest ist, auch
quadratischer Rest von jeder Zahl, welche keine anderen ungeraden
Primfactoren als die Primzahlen 2z enthilt, und also z. Bagon der
Zahl

* D. 4. art. 125



