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Quadratische Reste. 115

M=1.2.3.4..... @m) (2m + 1);
es giebt daher positive Zahlen % von der Beschaffenheit, dass
g = X* (mod. M)
ist, und zwar muss £ relative Primzahl zu M sein, weil 2m 4+ 1 <q
und also auch ¢ relative Primzahl zu M ist. Aus dieser Congruenz
folgt nun weiter, dass in Bezug auf den Modul M/

k(@g—1%) (g—29) (g—37) ... (g—m?
=k(k?—12) (k2—22) (k2—3?) ... (k2 —m?)
=F&+m E+m—1)...+1)EE—1)...k—m-+1) (k—m)
ist; da nun nach einem frithern Satze (§. 15) jedes Product
von (2m + 1) successiven ganzen Zahlen durch M theilbar, und

ausserdem % relative Primzahl zu M ist, so ist das Product
(@—1) (@—2) @—39 ... (g—m?
theilbar durch das Product
M= m+1) (m+1)2—12) (m+1)2—2?2) ... ((m 4+ 1)2—m2)
d. h. das Product
1 g—12 q—2? q—m?

myl m+1P—1 (m+1)P—22  (mf 1)—me
ist nothwendig eine ganze Zahl

Andererseits leuchtet ein, dass dies Product gewiss keine
ganze Zahl ist, sobald fiir m die grosste ganze Zahl unterhalb Vgq
genommen wird; denn, wenn m~< Vg < m 1 ist, so sind alle
Factoren dieses Productes echte Briiche. Da nun ausserdem
2m 4+ 1<2Vq+ 1<gq ist, so kann fiir diese Zahl m die Annahme
nicht zuléissig sein, und wir haben daher folgenden Satz ge-
wonnen:

Ist q eine Primzahl von der Form 8n +1, so giebt es unter-
halb 2 Vq+ 1 und folglich auch unterhald q mindestens eine un-
gerade Primeahl p', von welcher q quadratischer Nichirest ist.

§. 51.

Nachdem fiir jede Primzahl ¢ von der Form 4n 41 die
Existeng einer Primzahl p' < ¢ nachgewiesen ist, von welcher g
quadratischer Nichtrest ist, gehen wir zum Beweise unseres zweiten
Theiles iiber. Jede solche Primzahl p' muss Nichtrest von g sein;

8*
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denn wire p’ Rest von ¢, so wiirde aus dem schon von uns be-
wiesenen Theil (§. 49)

(£) = (= o men = 41

folgen, was mit der Voraussetzung streitet. Mithin gilt fiir diese
Primzahl p’ das Reciprocititsgesetz. Giebt es nun ausser p' noch
andere ungerade Primzahlen p < ¢, welche Nichtreste von ¢ sind,
80 ist nur zu beweisen, dass

)=+

ist, weil hieraus sogleich folgt, dass ¢ Nichtrest von p ist. Da nun
der Voraussetzung nach p’ und p quadratische Nichtreste von ¢
sind, so ist pp’ quadratischer Rest von ¢, und es giebt daher
wieder eine gerade Zahl ¢ << ¢ von der Beschaffenheit, dass
o' —pp' =q9
und @ eine ganze Zahl ist; und weil die linke Seite dieser Glei-
chung eine ungerade Zahl darstellt, welche ihrem absoluten Werthe
nach < ¢? ist, so ist @ ebenfalls eine ungerade Zahl und zwar
< g. Je nach der Beschaffenheit dieser Zahl ¢ zerfallt nun der
Beweis in drei Theile.
1. Ist @ weder durch p noch durch p’ theilbar, so ist

)=+

und da qo qﬁadratischer Rest von pyp’ ist, auch

(1%% =1, also( ) (%,,

da ferner die beiden ungeraden relativen Primzahlen ¢ und pp"
(von denen die letztere positiv ist) nur solche Primfactoren ent-
halten, welche < ¢ sind, so gilt fiir diese beiden Zahlen auch das
verallgemeinerte Reciprocititsgesetz, d. h. es ist

(ﬁi ) (‘p—l)’) = (__ l)l/s(¢—1)~ l/g(ppl_l)

und folglich, mit Beriicksichtigung der belden vorhergehenden
Gleichungen

(__ = (— 1)%@-D.Yaep'—),

Da aber e eine gerade Zahl, so ist gp = — pp' (mod. 4), also,
da g = 1 (mod. 4) ist,
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¢ = —pp' (mod. 4)
!/
(;L;-__} =— Qp_;_-__}_ (mod. 2)

also

:’_
2_5—_1_,1@_5_%50(11106“2)

( 1% =1,
was zu beweisen war.

2. Ist @ durch p’ theilbar, durch p nicht theilbar, so setze man
¢ = p'v¢, und, da auch e durch p’ theilbar sein muss, ¢ = p'¢;
dann ist 9 < ¢ eine durch p nicht theilbare ungerade, und ¢ eine
gerade Zahl, und es wird

und folglich

p'et—p = qy.
Hieraus folgt nun zuniichst wieder (da v relative Primzahl zu
pp' ist)
10_11’) — 11
(B) =+1,
ferner
! 4
B)=G) = O=GG)
p p p. b b
und

=) = D-D6)

und folglich

(E%) ( ) (___1?) _) = (— 1)%r+D. !/.(p'—l)( 'l;’);

da endlich ¢ und pp' nur solche Primfactoren enthalten, die < ¢
sind, so ist nach dem verallgemeinerten Reciprocititssatz

i) (L’ﬁ) — (— 1)%@—1). %e(pp'—D)

( p pl ,'p - ( ) ®

und hievaus in Verbindung mit zwei vorhergehenden Gleichungen
(.L, = (— 1)%(4D. YlP—D+ %=1 . Yalpp'~D),

Da nun &2z==0 (mod. 4) und ¢ =1 (mod. 4), soist  =— p (mod. 4),

folglich
i — 1) §(» +1) (wod. 2),
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also
i+ D3 —D+3@—D.3(pp —1)
=i+ EW—1+i@p— 1} (mod. 2),
und da ferner (nach dem erstep Lemma 4. in §. 46)
i —D=§0—1D+i@—1 (mod 2)
ist, so ergiebt sich
i+ D 3@ —D+30@—1D.50@r—1
=i+ 1D.4(—1) =0 (wod. 2)
und folglich

("g—: =1,
pp
was zu beweisen war.

Da bei diesem Beweise die Annahme, dass ¢ Nichtrest von p’
ist, gar nicht zur Anwendung gekommen ist, so wird durch einfache
Vertauschung von p mit p’ der Beweis fiir den Fall entstehen, dass
@ durch p theilbar, durch p' nicht theilbar ist; denn im Uebrigen
sind sowohl die Voraussetzungen als auch das zu beweisende Re-
sultat vollstindig symmetrisch in Bezug auf beide Primzahlen p
und p'".

3. Ist g sowohl durch p als auch durch p’ und folglich (da
p und p’ verschiedene Primzahlen sind) auch durch pp’ theilbar,
so setze man @ = pp'¥, und, da e dann ebenfalls durch pp’ theil-
bar ist, e = pp’¢; dann bedeutet ¢ eine ungerade Zahl < ¢, und
& eine gerade Zahl, und es wird

pp'e—1=gqv.
Hieraus folgt, dass pp’ relative Primzahl zu ¢ und ausserdem
quadratischer Rest von v, also

112’) —11
| &)=+
ist; ebenso ergiebt sich aber, dass — g quadratischer Rest von
pyp', dass also :
_‘-Z_) = (_:‘.”
pp’ py

ist; nach dem verallgemeinerten Reciprocititssatze, welcher offen-
bar fiir die beiden Zahlen — ¢ und pp' gilt, ist ferner



