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und hieraus ergiebt sich in Verbindung mit den beiden vorher-
gehenden Gleichungen

<—2—> = (— 1)‘./9(1’?'*1)~‘/2(lp+1).

py’
Da aber ¢ eine gerade Zahl, und ¢ = 1 (mod. 4), so ist  =—1
(mod. 4), also 3 (¥ + 1) eine gerade Zahl, und folglich

G ="
was zu beweisen war.

Hiermit ist nun auch der zweite Theil des Beweises vollstén-
dig gefithrt und dadurch die Allgemeingiiltigkeit des Reciproci-
titssatzes von Neuem nachgewiesen (ein dritter Beweis findet sich
in den Supplementen I §. 115). Auf #hnliche Weise lassen sich
auch die Sétze iiber die Charaktere der Zahlen — 1 und 2 begriin-
den, was dem Leser iiberlassen bleiben mag®).

§. 52.

Nach allen diesen Untersuchungen kehren wir nun zuriick zu
der Beantwortung der zweiten in §.32 aufgeworfenen Frage, welche
in §. 89 auf die folgende reducirt ist: '

Von welchen ungeraden Primzahlen q ist die gegebene Zahl D
quadratischer Rest?

Auch jetzt fragen wir nur nach denjenigen (positiv genommenen)
Primzahlen ¢, welche nicht in D aufgehen, und setzen ausserdem
der Einfachheit halber voraus, dass D kein Quadrat und auch
durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, weil -der. allgemeinere
Fall offenbar sogleich auf diesen einfachern reducirt werden kann.
Es wird sich zeigen, dass nicht blos alle diese Primzahlen ¢ (die
Divisoren der Form t?— Du? nach §. 39), sondern iiberhaupt alle
positiven Zahlen n, welche relative Primzahlen zu 2D sind und

der Bedingung
D
&)=+

*) Dirichlet a. a. O.
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geniigen, in einer Anzahl von bestimmten Linearformen, d. h. von
arithmetischen Reihen enthalten sind, deren Differenz entweder
=2 D oder=—4 D ist. Da wir vorausgesetzt haben, dass die positive
oder negative Zahl D durch keine Quadratzahl theilbar ist, so wird,
wenn wir das Product aller in D aufgehenden positiven ungeraden
Primzahlen p, p’, p” . . . mit P bezeichnen, entweder D = + P,
oder D = + 2P sein; wenn D keine ungerade Primzahl p als
Factor enthélt (fiir welchen Fall das Resultat aber schon in den
§§. 40, 41 oder allgemeiner in §. 46, 5. und 6. angegeben ist), wird
P =1 zu setzen sein. Wir unterscheiden im Ganzen vier Fille.

I D=4 P=1 (mod 4).

In diesem Falle ist, wenn » irgend eine positive Zahl bedeutet,
die relative Primzahl zu 2D ist, zufolge des verallgemeinerten Re-
ciprocitatssatzes (§. 46, 7.)

D\ _(n
(7) - (’P‘)
Da nun das Symbol rechts fiir alle Zahlen #, welche einer und der-
selben Classe (mod, P) angehoren, nach §. 46, 3. einen und den-
selben Werth besitzt, so kommt es offenbar nur darauf an, ein
vollstindiges System von ¢ (P) incongruenten Zahlen m (mod. P)
zu betrachten, die relative Primzahlen zu P sind, und fiir jede den

Werth des Symbols zu bestimmen. Es ist wichtig, dies etwas néher
zu untersuchen.

Zunichst ldsst sich beweisen, dass Zahlen b existiren, welche

der Bedingung
b '
(3)=-1 o

geniigen. Denn da D nicht = 4- 1 sein kann, und folglich P min-
destens eine Primzahl p enthélt, so wihle man einen beliebigen
Nichtrest 8 von p, und bestimme & (nach §. 25) durch die Be-
dingungen

b = B (mod. p), b=1 (mod. P'),
wo P — p P’ gesetzt ist, so wird

O-OB-0O@-—

Nachdem dieser Punct absolvirt ist, erkennt man leicht, dass die
Anzahl aller incongruenten Zahlen b (mod. P), welche der Be-



,
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dingung (1) geniigen, = } ¢ (P), und folglich die Anzahl aller in-
congruenten Zahlen a (mod. P), fiir welche

(3)=+1 @)

ist, ebenso gross ist. Denn setzt man

s=3(3).

wo m das ganze System aller ¢ (P) incongruenten Zahlen durch-
laufen soll, so ist S ginzlich unabhiingig von der Wahl der die
einzelnen Zahlclassen reprisentirenden Individuen m; da nun,
wenn b eine bestimmte Zahl von der Beschaffenheit (1) bedeutet,
auch die Producte bm ein solches vollstindiges System bilden, so

ist auch
s=3(p)=()3(p) =

() =0, ®)

mithin ist die Anzahl der Glieder dieser Summe, welche den Werth
+ 1 haben, gleich der Anzahl derjenigen, welche den Werth — 1
haben; d. h. die Anzahl der Zahlclassen a ist gleich derjenigen der
Zahlclassen b.

Es leuchtet ferner ein, dass man die Repridsentanten m (oder
a und b) simmtlich ungerade wihlen kann; denn ist m gerade, so
ist m 4+ P eine in derselben Zahlclasse enthaltene ungerade Zahl.
Dann wird also

(_g.> =41, wenn # = a (mod. 2P)

und folglich

D =—1, wenn # = b (mod.2P)
(%,

und jede (positive) Zahl , welche relative Primzahl zu 2 D ist, ist
in einer und nur einer dieser arithmetischen Reihen (von der
Differenz 2 D) enthalten.

Beispiel 1. Ist D = 4 P = 21, also ¢ (P) = 12, so sind die
simmtlichen relativen Primzahlen zu P congruent

+1, +2, +4, +5, +8, +10;

bestimmt man nun fiir jede dieser Zahlen den Werth des Jacobi’-
schen Symbols nach §. 47, so ergiebt sich
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a=x1,+4 5 b=+2 48 +10;
es wird daher

1

(%) = 41, wenn = =1, 5, 17, 25, 37, 41 (mod. 42)
21

<_n_ — —1, wemn = 11, 13, 19, 23, 29, 31 (mod. 42).

Beispiel 2. Ist D =— P =-—15, so sind die zu betrachten-
den Zahlenclassen folgende 41, 42, 14, +7; diese zerfallen in

e=+1,+2 +4 —7,und p = —1, —2, —4, + 7. Es wird
daher
—15
7) = 41, wemn = 1,17, 19, 23 (mod. 30)
—15
(T) — —1, wemn m =71, 11, 13, 29 (mod. 30).

Wir gehen nun iiber zu dem Fall
IL. D=+ P =3 (mod. 4).
Bedeutet » wieder eine positive relative Primzahl zu 2 D, so
ist nach dem allgemeinen Reciprocititssatz

D 1 n
B)=c ()
behalten wir dieselbe Bezeichnung wie im ersten Falle bei, so wird

<§> = +1, wenn n# =1 (mod. 4 und » = @ (mod. P)
oder » =3 (mod. 4) und % = b (mod. P)
dagegen

( >————1 wenn % =1 (mod. 4) und » = b (mod. P)

oder % = 8 (mod. 4) und % = a (mod. P).

Einem jeden solchen Congruenzpaare entspricht aber (nach §. 25)
eine bestimmte Classe von Zahlen # (mod. 4 P); man erhilt daher
(p(P) 1o (4 P) solche Classen von Zahlen », die der einen Kate-
gorie angehdren, und ebenso viele Classen von Zahlen #, die
den entgegengesetzten Charakter haben; diese Classen bilden arith-
metische Reihen von der Differenz 4D. Dies Resultat gilt auch
noch in dem Falle D = —1, obgleich dann keine Zahl % existirt.
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Beispiel. Fir D — + 15 wird

(%): + 1, wenn n=1(mod.4), =+ 1, + 2, + 4, — 7 (mod. 15)
oder n=3 (mod.4), =—1, —2, — 4, + 7 (mod. 15)

dagegen

<£) =¥ 1, wenn n=1 (mod.4), =~—1, —2, — 4, + 7 (mod. 15)

oder n=3 (mod.4), =+ 1, + 2, + 4, — 7 (mod. 15);

hieraus ergiebt sich

(if) +1, wenn n = 1,7, 11, 17, 43, 49, 53, 59 (mod. 60)

(%):-—— 1, wenn »n = 13, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 47 (mod. 60).

Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten, wenn man die
simmtlichen positiven relativen Primzahlen zu 4 P darauf priift,
ob sie der einen oder andern Kategorie angehoren, und- sie ldsst
sich noch durch manche Kunstgriffe abkiirzen, die hier nicht er-
wiahnt werden konnen.

ML D=+ 2P =2 (mod. 8).

In diesem Falle ist, wenn # eine positive relative Primzahl zu

D bedeutet,
D n
=) — (— 1) Ve(n2— —
<n> (= D <P>’

(D) + 1, wenn n = +1 (mod. 8), = a (mod. P)
‘oder n = +3 (mod. 8), = b (mod. P)

und folglich

dagegen

(g =—1, wenn % = +1 (mod. 8), = b (mod. P)
oder n = +3 (mod. 8), = a (mod. P)

und jedem bestimmten Congruenzpaare entspricht eine bestimmte
Zahlclasse n(mod. 8 P); die Zahlen » vertheilen sich daher in
arithmetische -Reihen. von der Differenz 4 D; jeder der beiden

Kategorien gehoren gleich viele Zahlclassen an. \
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Beispiel. Ist D — — 6, so ergiebt sich
(——%—6> =41, wenn % =1, 5, 7, 11 (mod. 24)
(‘76) ——1, wenn n = 13, 17, 19, 23 (mod. 24).

IV. D=42P =6 (mod. 8)

In diesem Falle ist

D n
=) — (— 1)Y=+ Y21 __
< n - ( 1) D+ ( P) 9
und folglich

(g =41, wenn n = 1, 3 (mod. 8), = a (mod. P)
oder n = 5,7 (mod. 8), = b (mod. P)
dagegen

(g) =—1, wenn 7n = 1, 3 (mod. 8), = b (mod. P)
oder n =5, 7 (mod. 8), = a (mod. P).
Die Zablen n vertheilen sich wieder in arithmetische Reihen von

der Differenz 4 D; jeder der beiden Kategorien gehoren gleich
viele Zahlclassen an.

Beispiel. Fir D — 4 6 ergiebt sich
(%) — 41, wenn n =1, 5, 19, 23 (mod. 24)

(%) ——1, wenn n = 7,11, 13, 17 (mod. 24).

Wir bemerken schliesslich, dass die vier Fille sich zusammen-
fassen lassen, wenn man zwei positive oder negative Einheiten
0, ¢ einfiihrt, so, dass d = + 1 oder = —1, je nachdem +P =1
oder = 3 (mod. 4), und dass & =4 1 oder — — 1, je nachdem
D ungerade oder gerade ist. Die vier Fille stellen sich dann
folgendermassen dar: -

D=+ P=1 (mod. 4), d =41, e=+1;
D=+ P=3(mod. 4), 0 =—1, e=+1;
D=+42P=2(mod. 8), 6 =+1, e =—1;
D=42P =6 (mod. 8), § =—1, e=—1.
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Dann ist vermoge des allgemeinen Reciprocititssatzes und der Er-
ginzungssitze (§. 46)

D Yon—1) Yy
(7) = vusun(3),

wo n wieder irgend eine positive relative Primzahl zu 2 D be-
deutet.

Lisst man % ein vollstindiges System incongruenter Zahlen
nach dem Modulus 4D durchlaufen, welche zugleich positiv und
relative Primzahlen zu 2D sind, so ergiebt sich in allen vier Fillen,
dass die entsprechende Summe

(@)=

ist; im ersten Falle geniigt es schon, dass » ein solches vollstin-
diges Restsystem nach dem Modulus 2D durchliuft.




