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Vierter Abschnitt.

Von den quadratischen Formen.

§. 53.

Unter einer Form versteht man in der Zahlentheorie im All-
gemeinen eine ganze rationale Function von Variabeln, deren
Coefficienten ganze Zahlen sind (vergl §. 39). Je nach dem Grade
derselben unterscheidet man lineare, quadratisgge, cubische Formen
u. 8. w.; je nach der Anzahl der vorkommenden Variabeln spricht
man von bindren, terndren Formen u.s. w. Wir werden uns im
Folgenden ausschliesslich mit Ausdriicken von der Form

ax? 4 2bxy + cy?
beschiftigen, wo a, b, ¢ bestimmte, gegebene ganze Zahlen, z und
y aber unbestimmte, variabelé ganze Zahlen bedeuten; und wir
werden diese homogenen binéiren quadratischen Formen, wo kein
Missverstindniss zu besorgen ist, kurz Formen nennen.

Wir haben dem Coefficienten des Productes xy der beiden
Variabeln gleich die Gestalt einer geraden Zahl 25 gegeben, weil
die Untersuchung dadurch erleichtert wird; sollte’ in einer Form
dieser Coefficient eine -ungerade Zahl sein, so wiirde es geniigen,
die ganze Form mit 2 zu multiplici%en, um diesen Fall auf den
obigen zuriickzufiihren, und aus den Eigensehaften der so erhgltenen
Form wiirde man mit Leichtigkeit auf die Elgenschaften ur-
spriinglichen Form zuruckschhessen k@mlen.
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Sind die drei Glieder in der obigen Anordnung geschrieben.
so nennt man a den ersten, b (nicht 2b) den zweiten, ¢ den dritten
Coefficienten; a und ¢ fasst man auch wohl unter dem gemein-
schaftlichen Namen der dusseren Coefficienten zusammen, und
nennt dann & im Gegensatz den mittlern Coefficienten; &hnlich
heisst = die erste, y die zweite Variabele. Eine solche Form be-
zeichnet man wohl auch kurz durch das Symbol (@, b, ¢), wenn es
sich nur darum handelt, die Coefficienten anzugeben, von denen
allein die Eigenschaften der Form abhingen kinnen.

Wir schliessen nun ein fiir alle Mal die Félle aus, in welchen
die Form sich in zwei lineare Factoren mit rationalen Coefficienten
zerfillen lisst, weil diese eine andere und zwar eipfachere Be-
handlung gestatten. Zuniichst folgt hieraus, dass in den Formen,
mit welchen allein wir uns heschiftigen wollen, keiner der dusseren
Coefficienten gleich Null sein wird; da ferner

ax?4 2bxy + cy? = % ((ax+ by)ﬂ—(bﬂ—ac)yﬂ)

ist, so ergiebt sich weiter, dass die Zahl 52 =g ¢ nie eine vollstin-
dige Quadratzahl sein darf, denn sonst wiirde die Form

ax? +2bxy + cy? =
—al— (ax-l— (b+Vb“‘—ac) y) (aw—}-(b—-l/b?——-ac) y)

ein Product aus zwei linearen Factoren mit rationalen Coefficienten
sein. Die Zahl b2—ac, von welcher, wie wir sehen werden, die
Eigenschaften déi~Form” (a, b, c) haupts'aich}ich abhéingen, heisst -
die Determinante™®) dieser Form; wir werden sie im Folgenden mit
dem Buchstaben D) bezeichnen. Die unseren Formen (a,b, c)
auferlegte Bes;;l;a\nﬁung besteht also darin, dass D_kein Qua-
drat ist. o
Fuler hat sich zuerst mit solchen Formen, aber nur von spe-
cieller Natur, beschiftigt; erst Lagrange legte den Grund zu einer
allgemeinen Theorie derselben, die dann spiter von Legendre, vor
Allen aber durch..Gauss vervollstindigt wurde. - »
Thre Entstehung verdankt die ganze Theorie dem Probleme,
zu entscheiden, ob eine gegebene Zahl m durch die gegebene Form
(a,b,¢) darstellbar ist, d.h. oB esspecielle Werthe von z,y giebt, fiir._
welche die Form den Werth m erhilt. Doch ist zur vollstéindigen

¥
¥ Gauss: D. A. art. 154,

T
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Losung desselben die Theorie der Transformation erforderlich, mit
welcher wir uns zunéchst beschiftigen wollen.

§. 54.

Ebenso wie die Gleichungen der Curven in der analytischen
Geometrie ihre Gestalt dndern, wenn ein anderes Coordinaten-
system gewihlt wird, so geht eine quadratische Form (a, b, c)
durch Einfihrung zweier neuen Variabeln in eine neue quadrati-
sche Form (&', ¥/, ¢’) iiber. Sind ndmlich #, y die Variabeln der
Form (a, b, ¢), und setzt man

& = ua + By,

1

y=rad+9y, M

wo o, 8,7, 0 vier bestimmte ganze Zahlen, und 2/, y’ die neuen
Variabeln bedeuten, so wird

ax? -+ 2bxy + cy? = o' 224+ 202"y + 'y,
und die Coefficienten o/, %', ¢ der neuen quadratischen Form hén-

gen auf folgende Weise von denen der urspriinglichen Form und
von den vier Coefficienten o, §, p, 8 ab:

d =aa?+2bay 4 cy?

B = auf+b@d -+ Br) +opd @
¢ —=apf2+2bB0+ coz

Man driickt den Zusammenhang der beiden Formen kurz so aus:
die Form az? + 2bzy + cy? geht durch die Transformation oder
Substitution (1) in die Form ao'2’? -+ 2b'2'y’ 4 ¢'y'? iiber. Die
Zahlen e, 8, 7, 0 heissen der Reihe nach der erste, zweite, dritte,
vierte Coefficient der Substitution. Da die Wahl der Buchstaben
zur Bezeichnung der Variabeln von ganz untergeordneter Bedeutung
ist, und die Natur der Formen und Substitutionen nur von den
Coefficienten abhingt, so driickt man sich hiéufig noch kiirzer so
aus: die Form (a, b, ¢) geht durch die Substitution «,f,y,d

oder (;'L in die m (o, ¥, ¢) #iber; und diese Ausdrucks—
weise soll nicht mehr oder weniger sagen, als dass die drei
Gleichungen (2) Statt finden. Hierbei ist wohl auf die Stellung -
der Coefficienten der Formen sowohl, wie derjenigen der Substi-
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tution zu achten; behalten wir die eben eingefiihrten Bezeich-
nungen bei, so miissen wir z. B. sagen, dass gleichzeitig die Form

(@, b, ¢) durch die Substitution <;’}" g) in (a, ¥, ),
@ha . . (B9, @),
Gho . . . (B0, @,

Gha . . . (G, @nd

iibergeht.

Es leuchtet ein, dass jede durch die zweite Form (&, ¥/, ¢')
darstellbare Zahl auch durch die erste Form (a, b, ¢) dargestellt
werden kann; denn wird die Zahl m durch (o', ¥/, ¢) dargestellt,
indem den Variabeln ', y' die speciellen Werthe +', s' ertheilt
werden, so setze man

r=or +ps', s=ypr +48¢,
und es wird die Form (a, b, ¢) dieselbe Zahl m darstellen, sobald
x=r, y=s gesetzt wird. Man sagt deshalb auch: die ¥Form
(@, b, ¢) enthalt die Form (a', ¥, ¢’), oder deutlicher: die Form
(@', ¥, ) ist unter der Form (a, b, ¢) enthalten*); eben weil
simmtliche durch (o, %', ¢’) darstellbare Zahlen unter den durch
(a, b, ¢) darstellbaren enthalten sind**).

Von besonderer Wichtigkeit ist die Relation, in welcher die

Determinante
D =0¥b2—d/d
der neuen Form zu der der fritheren steht; substituirt man fiir
a', ¥, ¢ ihre Ausdriicke geméss den Gleichungen (2), so findet man
nach leichten Reductionen
= («0—p7)* D;

die neue Determinante ist daher stets glewh der alten, multiplicirt
mit einer Quadratzahl beide Determinanten haben also auch dasselbe
Vorgeichen. Da wir von vorn herein Formen ausschliessen, ¢ deren

-

*) Gauss: D. A. art. 157,

*) Ueber die Umkehrung dieses Satzes siehe .S'chermg Théorémes re-
latifs aux formes binaires quadratiques qui représentent les mémes nom-
bres, Journal de Mathématiques publ. p. Liouville T. IV. 2° série. 1869.

Dirichlet, Zahlentheorie. 9
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Determinanten = 0 sind, so betrachten wir deshalb auch nur
solche Substitutionen (3 J) fiir welche die Coefficientenverbindung
ad — By (die sogenannte Determinante der Sub_stzfutwn) einen von
Null verschiedenen Werth hat. Hieran kniipft sich jedoch noch
eine wichtige Unterscheidung; je nachdem némlich dieser Ausdruck
o0 — By einen positiven oder negativen Werth hat, soll die Sub-
stitution (§ §) eine eigentliche oder uneigentliche heissen, untl diese
Ausdrucksweise soll auf die Beziehung zwischen den Formen (a, b, ¢)
und (¢, b, ¢') iibertragen werden, indem wir sagen, dass die Form
(o, b, &) eigentlich oder uneigentlich unter der Form (a, b, c) ent-
halten sei, je nachdem die Substitution (% ), durch welche die letz-
tere in die erstere iibergeht, eigentlich oder uneigentlich ist. Um
Missverstindnisse zu vermeiden, fiigen wir sogleich hinzu, dass eine
Form eine andere sowohl eigentlich als auch uneigentlich enthalten
kann; denn es tritt hiiufig der Fall ein, dass eine Form ,einmal durch
eine eigentliche, ein anderes Mal durch eine uneigentliche Substi-
tution in eine und dieselbe zweite Form transformirt wird. So
z B geht die Form (3, 13, 18) durch die eigentliche Substitution
1 4)), und ebenso durch die uneigentliche Substitution (*} +3
in die andere Form (— 5, — 5, 18) iiber; die erstere enthilt daher
die letztere sowohl eigentlich als auch uneigentlich.

Man nennt ferner zwei Substitutionen gleichartig, wenn sie
beide eigentlich, oder beide uneigentlich sind, u/nglewhamg, wenn
die eine eigentlich, die andere uneigentlich ist.

§. 55.

Behalten wir die vorhergehenden Bezeichnungen bel, und neh-
men wir an, dass die Form
“(@, Y, ) =ad 2420y + Yy

durch eine neue Substitution

x’ — “'ﬁ”-l_p’y”

yl —_— ?Ixﬂ_l_afyll
in die Form

(alr bn n) — ar/wlrg_l_ 2b" " yll+cﬂyﬂg

iibergeht, so geht offenbar die erste Form (g, b, ¢) durch die bub-
stitution -
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Tz = u(“’ x/l ﬁl II) + ﬁ (7' " + 6’ y")
y=7@a" +BY) +OF " + 0y
oder
& = (wed + )& + (@p + )y
y= (o' +0y)2" + (¥f +08)y"
in die dritte-Form (a", 8", ¢") iber. Hieraus folgt der Satz:

Enthilt eine Form eine sweite, diese wieder eine dritte, so ent-
hilt auch die erste Form die dritte.

Bezeichnet man nun die Coefficientenverbindung
(wod + B7) (vf' + 00") — («f' + B9) (o' + 87')

mit & so ist nothwendig die Determinante der dritten Form
D' = & D' da aber andererseits

= («d—py)2D, D' = (o' & — ' y')2 D,
also auch -

D' = («d—fy)? (& —f'¥)? D,
und D von Null verschieden ist, so schliessen wir hieraus, dass

= (20—fp)? (&' —f'y')?
ist, und man iberzeugt sich leicht durch Vergleichung beider
Seiten, dass die Quadratwurzel in folgender Weise auszuziehen ist:
¢ = (ad—fy) (&' & —p'y)

Aus dieser (leichung (welche einen der einfachsten Sétze der De-

terminantentheorie enthilt) folgt noch eine wesentliche Vervoll-
stindigung des obigen Satzes, nédmlich:

Die erste Form enthdlt die dritte eigentlich oder uneigentlich,
Jenachdem die erste die sweite in derselben oder in entgegengesetzter
Art enthdlt, wie die zweite die dritte.

Fihrt man in derselben Weise fort und transformirt die dritte
Form in eine vierte, diese in eine fiinfte u. s. f,, so ergiebt sich un-
mittelbar der allgemeine Satz: Wenn von einer Rethe von Formen
jede\dz'f_%@g@[gm@ enthdlt, so enthdlt die erste Form auch die
letete, und zwar eigentlich oder uneigentlich, je nachdem die Anzahl
der hierbes aufmtenden uneigentlichen Substitutionen gerade oder
ungerade 1ist.

Die Substitution, durch welche die erste Form unmittelbar in
die letzte transformirt wird, heisst zusammengesetzt aus den ein-
zelnen successiven Substitutionen; ym die Zusammensetzung von

9%
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zwei Substitutionen anzudeuten, wollen wir uns bisweilen der Be-
zeichnung

ﬁ) < <¢w + B, «f’ -HW)

7y 0 yol 0y, pf + 00

bedienen; offenbar ist es im Allgemeinen nicht erlaubt, die Ord-
nung der beiden successiven Substitutionen umzukehren, weil hier-
durch auch die resultirende Substitution gedndert wiirde. Soistz. B.
(H59) (1) = (34 22) dagogon (¥ ) (1) = (4 22

Dagegen ist es be1 drei successiven Substitutionen S S, 8"
gleichgiiltig, ob man erst S und S’ zusammensetzt, und dann das
Resultat SS’ mit S” verbindet, oder ob man S mit dem Resultat
S'S" der zweiten und dritten Substitution zusammensetzt; in
Zeichen:

(S(SI) SII : S(SI Sl’).
Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe dieser Zusammensetzung;
denn sind (z, 9), («', ¢), (@", ") und (2", y""') die successiven Va-
riabeln, so ist es fiir die Ausdrucke von z, y durch a’", 4" gleich-
giiltig, ob man die Variabeln 2", 4" oder die Variabeln #’, 4 als
Zwischenglieder einschiebt.

Ferner ist fiir die Folge zu bemerken, dass die Substitution
(5:9) bei der Zusammensetzung stets fortgelassen werden darf, da
sie keine Aenderung hervorbringt.

Endlich leuchtet ein, dass der obige Satz auch so ausgesprochen
werden kann: Die aus den Substitutionen S, S', 8" . .. zusammen-
gesetste Substitution S8’ 8" . .. ist eigentlich oder uneigentlich, je
nachdem die Anzahl der unter ihnen befindlichen uneigentlichen
Substitutionen gerade oder ungerade ist.

§. 56.

Besonders wichtig ist nun die Frage: wann enthalten zwei
Formen sich gegenseitig? Offenbarist dann das System aller durch
die eine Form darstellbaren Zahlen identisch mit dem System der-
jenigen Zahlen, welche durch die andere Form dargestellt werden
konnen. Zwei solche Formen werden wir dquivalent*) nennen.
Sind D, I ihre Determinanten, so muss sowohl D’': D, als auch

*) Gauss: D. A. art. 157,
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D:D', eine ganze Quadratzahl, also eine ganze positive Zahl sein,
und hieraus folgt als eine fiir die Aequivalenz zweier Formen er-
forderlwhe Bedingung, dass ihre Dete1m1nanten D und D’ gleich
sein miissen.

Diese Bedingung ist aber umgekehrt nicht hinreichend, um auf
die Aequivalenz schliessen zu konnen. Dies ist erst dann gestat-
tet, wenn man ausserdem weiss, dass die eine der beiden Formen
die andere enthiilt. In der That, wenn die beiden Formen (a, b, c)
und (o, ¥, ¢') gleiche Determinanten haben, und wenn ausserdem
die erstere durch die Substitution

xz = az' + By
y=vra + 0y
in die letztere iibergeht, so folgt aus der Relation
= (60 —py)? D {;/ .
und der Gleichheit von 7’ und D die Gleichung
wd—fy =11

und hieraus, wenn man zur Abkiirzung ¢d —fy = + 1 = ¢ setat,
=4 ¢edx—efy
Y = —¢epx+ sy
und es geht daher durch diese Substitution mit ganzzahligen Coeffi-
cienten die Form (¢, ¥, ¢) in die Form (a, b, ¢) iiber; also sind in
der That beide Formen einander dquivalent. Die Substitutionen
(oa, and (T &0, —ef
77 —é& 7"3 _i‘m‘?“
deren jede die inverse der a andern heisst, und durch deren Zu-
sammensetzung immer 1 die Substitution @ ) entsteht, sind offenbar
entweder beide eigentlich, oder beide lﬁfé'ie‘g"éitlich; je nachdem das
Eine oder das Andere Statt findet, sollen die beiden Formen ei-
gentlich oder uneigentlich dquivalent*) heissen. .
Sowie wir eben gesehen haben, dass die eine von zwei dqui-
valenten Formen in die andere immer durch eine Substitution
,;) iibergeht, in welcher o8 — =+ 1 ist, so leuchtet auch
umgekehrt ein, dass durch jede solche Substitution eine beliebige
Form nothwendig in eine ihr dquivalente transformirt wird; denn
die Determinanten beider Formen sind einander gleich. - Hlerm

*) Gauss: D. A. art. 158,
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besteht also die erforderliche und hinreichende Bedingung fiir die
Aequivalenz zweier Formen.

Aus dem Begriffe der Aequivalenz ergiebt sich unmittelbar,
dass jede Form sich selbst eigentlich dquivalent ist; denn sie geht
durch die eigentliche Substitution (§; ) in sich selbst iiber. Dies
ist nur ein specieller Fall des folgenden Satzes, welcher sehr oft
zur Anwendung kommen wird: Wenn zwei Formen (a, b, ¢) und
(a, ¥, ¢') von gleicher Determinante D denselben ersten Coefficienten
a haben, und wenn ihre mittleren Coefficienten b, b' einander con-
gruent sind in DBezug auf den Modul a, so dass ¥’ = af + b; so
sind die beiden Tormen eigentlich dquivalent, und die erstere geht
durch die eigentliche Substitution (p §) in die letztere diber.

Ferner bemerke man folgende Fille der uneigentlichen Aequi-
valenz: Zwei entgegengesetzte™) Formen (formae oppositae), d. h.
zwei Formen (a, b, ¢) und (a, — b, ¢), welche sich nur durch das
Vorzeichen des mittlern Cdeﬂimenten unterscheiden, sind stets
unezgentlzch dquivalent, indem die eine durch die Substitution @2
in die andere iibergeht. Dasselbe gilt von zwei Gefdhrten **)
(formae sociae), d. h. von zwei Formen (a,d, ¢) und (¢, b, «), welche
dieselben Coefficienten, nur in umgekehrter Folge, haben; die eine
geht in die andere durch die Substitution (74) iiber.

- Aus diesen beiden Fillen folgt wieder durch Zusammensetzung,
dass die beiden Formen («, b, c) und (¢, — b, a) eigentlich aqmvalent
smd denn die erstere geht in die letztere durch die Substitution
1 0) iiber.

§. 57.

Auch hier bei der Aequivalenz schliesst die eine Art derselben
die andere nicht aus; es kommt hiiufig der.Fall voi, dass zwei
Formen einander sowohl eigentlich als uneigentlich #quivalent
sind;*in dem oben (§. 54) angefiihrten Beispiel sind wirklich die
beiden Formen (3, 13, 18) und (— 5, —5, 18) eigentlich und un-
eigentlich #quivalent; die erstere [geht durch die Substitutionen

*) Gauss: D.,A. art. 159,
**) Gauss: D. A. art. 187,

-
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2 D) und (*} *3) in die letatere iiber, und umgekehrt diese in
jene durch die inversen Substitutionen (3 9) und (} 13).
Wenn zwei Formen sowohl eigentlich als uneigentlich dquiva-
lent sind, so ist jede von ihnen sich selbst uneigentlich dquivalent.
Denn, wenn die Form (a, b, ¢) durch jede der beiden Substi-

tutionen o
(au y) vnd <?” g”)’
in denen
ulal__ﬁlyl = 1, anau_ﬁn,yn =1,
in die Form (a, ¥', ¢') iibergeht, so geht (a/, ¥', ¢’) durch jede der
beiden inversen Substitutionen
HE =Y wa (T3 4P
) W (y
in (a, b, ¢) iiber; und hieraus folgt, dass (a, b, ¢) durch jede der
beiden zusammengesetzten, und zwar nothwendig uneigentlichen
Substitutionen

’ ! " " " n ! ’
(;r: g;) <+ zn __ﬂu> und (g"; gu) (i ;jl::l:ﬁl
in sich selbst iibergeht. So z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch
die uneigentlichen Substitutionen (*1:7) (Z313) = (_ti: *3) und
(1 F) (09 = (32 %5) in sich selbst uber
Es ist kein Zufall, dass diese beiden auf verschiedene Art
zusammengesetzten Substitutionen identisch ausfallen; setzt man

némlich o ., 8
(5:%) G 2) = (25)

50 findet man zunéichst

o ﬁ" + 5/ __ ﬂ 8 + ﬁ
7,lr 8" + Py — 0 '1
und wir haben daher, um dle Identltat dieser beiden Substitutionen

nachzuweisen, nur noch zu zeigen, dass in jeder uneigentlichen
Substitution (§ #), durch welche eine Form in sich selbst iibergeht,
stets der erste und vierte Coefficient einander gleich, aber ent-
gegengesetzt sind. Dies geschieht leicht auf folgende Weise. Wenn
die Form (a,b,c) durch die uneigentliche Substitution (§ 4) in sich
selbst iibergeht, so ist - %

ao? 4 (2bo + ey =a

aof +b(wd +py) +oyd =1b
d—pBy =41
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Die zweite dieser drei Gleichungen geht, wenn man der dritten

gemiss By durch «d 4 1 ersetzt, in folgende iiber:
awp (2be + )0 = 0;

eliminirt man aus dieser und aus der ersten jener drei Gleichungen

die Grisse 2bo + ¢y, so erhédlt man, wenn man den Factor a weg-

wirft (der ja von Null verschieden ist, weil sonst die Determinante
D eine Quadratzahl wire), die Relation

(e2—1)0 = By,

woraus mit Riicksicht auf «d—pfy = — 1 wirklich folgt, dass
8 — — o ist, was zu beweisen war.
§. 58.

Jede uneigentliche Substitution, durch welche eine Form (a, ¥, ¢)
in sich selbst {ibergeht, ist daher nothwendig von der Form (a, ),
und esist also gleichzeitig a2 + 8y = 1. Von besonderm Interesse
ist der specielle Fall y = 0; dann ist &« = + 1 und entsprechend
+ af =2b; eine solche Form, deren doppelter mittlerer Coefficient
durch den ersten theilbar ist, soll eine ambige Form ( forma anceps)
heissen*). Und umgekehrt ist leicht zu sehen, dass jede ambige
Form sich selbst uneigentlich &quivalent ist; denn wenn (a, b, c)
eine solche Form, und also 26 = af ist, so geht (a, b, ¢) wirklich
durch die uneigentliche Substitution (§ *f) in sich selbst iiber.
Dasselbe gilt offenbar von jeder Form, welche einer ambigen Form
dquivalent ist; aber es besteht auch der umgekehrte Satz:**)

Wenn eine Form sich selbst uneigentlich dquivalent ist, so giebt
es stets eine thr dquivalente ambige Form.

Beweis. Es sei ¢ eine solche Form, welche durch die un-
eigentliche Substitution (% *£) in sich selbst iibergeht; ist y = 0,
50 wissen wir, dass ¢ se{bst eine ambige Form, und folglich der
Satz richtig ist. Ist aber y von Null verschieden, so suchen wir
eine eigentliche Substitution (% &), durch welche dle F @ in
eine ihr Aquivalente ambige Form iibergeht, die wir ezéich-
nen wollen. Da also 49 —yuv =1, und folglich ¥ durch ie

*) Gauss: D. A. art. 163. Vergl. Kummer im Monatsbericht der Ber-
liner Akademie vom 18. Februar 1858.

**) Gauss: D. A. art. 164,
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inverse Substitution (*¢: 74) in @ iibergeht, so muss ¢ durch die
offenbar uneigentliche, aus den drei successiven Substitutionen

(“"‘ 0, “"f-”) o, + ﬂ) (L) w
—v, +4 7, —o) \v, Q
zusammengesetzte Substitution in sich selbst iibergehen. Der
dritte Coefficient dieser Substitution ist
yA?— 20dv — B2,
und es kommt nur darauf an, zwei relative Primzahlen 4, v so zu
bestimmen, dass dieser Coefficient =— 0 wird; denn dann ist ¢
eine ambige Form. Diese Forderung reducirt sich, wenn man
mit y multiplicirt und bedenkt, dass a«24-fy =1 ist, auf die
folgende:
A _etl +1_  — —B .
Ty T o F 1 g

da unserer Annahme nach 7 von Nuﬂ verschieden ist, 50 kann man
also 2 und » dieser Forderung gemiiss bestimmen, und zwar als
relative Primzahlen, wenn man den Bruch (¢+1):y auf seine
kleinste ,Benennung 4 : v bringt. Dies Letztere ist erforderlich,
weil ja die vier Coefficienten 4, g, v, ¢ der Gleichung 19 —uvr =1
geniigen miissen. Sobald nun A4 und » auf dem angegebenen Wege
bestimmt sind, so kann man dann unendlich viele Werthenpaare
fiir  und @ (nach §. 24) finden, welche diese letzte Forderung er-
filllen. Auf diese Weise ist also wirklich aus (J; +8) eine elgent-
liche Substitution (" /‘) gefunden, welche die gegebene Form ¢ in
eine ihr dquivalente amblge Form o transformirt, und hierdurch
der obige Satz bewiesen.

Nehmen wir als Beispiel die obige Form (3, 13, 18), welche
durch die uneigentliche Substitution (X3 *3) in sich selbst iibergeht;
wir haben also nur

YA —oav)?2—2v2 = 0;

A _3+£1

v —4-

zu setzen; nehmen wir das obere Zeichen, so ist A =+ 1, v=T1
zu setzen, und entsprechend ¢ 4 g =+ 1. Nehmen wir die obern
Zeichen und ¢ =1, p = 0, so erhalten wir die Substitution (*}: x)
durch welche, wie schon oben bemerkt ist, die Form (3, 13, 18) in
die Form (— 5, — 5, 18) iibergeht, welche in der That eine ambige
Form ist.

Ferner: Die Form (7, 1, —1) geht durch die uneigentliche
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Substitution (*3 +}) in sich selbst iiber; in diesem Fall haben
wir also

A 2 —l—- 1

\ v —3
zu setzen; nehmen wir der Einfachheit halber wieder das obere
Zeichen, so konnen wir wieder A =1, v=— 1,0 =1, p =20

setzen; und in der That geht die Form (7, 1, — 1) durch die Sub-
stitution (*}7) in die ambige Form (4, 2, — 1) iiber.

§. 59.

Wir verlassen hiermit diesen interessanten Gegenstand und
beschiftigen uns von jetzt an ausschliesslich mit der eigentlichen
Aequivalenz; nur diese soll im Folgenden gemeint sein, wenn
schlechthin von Aequivalenz gesprochen wird; ebenso soll unter
Substitution immer nur noch die eigentliche Substitution verstan-
den sein. Werden daher zwei Formen f, f’ Hiquivalent genannt,
so bedeutet dieser Ausdruck stets (§. 56), dass eine Substitution
(% ) existirt, deren Coefficienten der Bedingung «d —f7 =
getiugen, und durch welche f in ‘g itbergeht; umvekehrt geht dann
f' in f iiber durch die inverse Substitution (% “f! deren Coeffi-
cienten derselben Bedingung do—(—p)(—p) =41 geniigen.
Aus dem allgemeinen Satze des §. 55 geht nun folgender specielle
hervor: Sind zwei Formen einer dritten dquivalent, so sind sie auch
einander dquivalent; und dieser Satz bildet die Grundlage fiir den
wichtigsten Begriff in der ganzen Theorie der quadratischen Formen.

Es sei f eine bestimmte gegebene Form von der Determinante
D, und F der Inbegriff aller der Formen £, £, " . .., welche mit
f aqmvalent sind; zufolge des eben erwidhnten Satzes sind nun Je
zwei in dem System F vorkommende Formen f’, f” ebenfalls dqui-
valent; ist daher f’ irgend eine in ¥’ vorkommende Form, so ist das
System aller mit f’ dquivalenten Formen identisch mit dem System F.
Ein solches System unter einander #quivalenter Formen soll eine
Classe von Formen *) oder eine Formenclasse heissen, und es leuchtet
ein, dass durch irgend ein Individuum einer solchen Classe alle
anderen derselben Classe angehorenden Formen vollstindig be-

*) Gauss: D. A. art. 223,
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stimmt sind; man kann daher immer ein solches Individuum als
Reprdisentanten der Formenclasse ansehen.

Es wiirde nicht schwer sein zu beweisen, dass es in jeder
solchen Formenclasse unendlich viele Individuen giebt, d. h. dass
die Anzahl der Formen, in welche eine gegebene Form f durch die
unendlich vielen verschiedenen Substitutionen (“’ %) iibergeht, in
denen 0d — By = + 1, unendlich gross ist, obglelch es vorkommen
kann, und zwar beil positiven Determinanten immer vorkommt, dass
unendlich viele von diesen Substitutionen die Form f nur in eine
und dieselbe Form f’ transformiren; allein dieser Nachweis hat fiir
uns zunéchst kein Interesse. Von grosserer Wichtigkeit und von
dem grossten Interesse ist dagegen die folgende Betrachtung.

Denkt man sich alle Formen von einer und derselben Deter-
minante D in ihre verschiedenen Classen eingetheilt, und wahlt
man aus jeder Classe nach Belieben eine Form als Représentanten
derselben, so erhdlt man ein sogenanntes wvollstandiges System
wicht dquivalenter Formen fir diese Determinante D; die funda-
mentale und vollstéindig charakteristische Eigenschaft eines solchen
vollstindigen Formensystems S besteht darin, dass jede beliebige
Form von der Determinante D stets einer, aber auch nur einer
von den in diesem System S enthaltenen Formen #quivalent ist.
Die Anzahl dieser verschiedenen Classen (und also auch ihrer Re-
priasentanten in dem vollstindigen Formensystem S) ist nun, wie
sich zun#chst fiir negative, spiter auch fiir positive Determinanten
herausstellen wird, eine endliche, und wir bezeichnen absichtlich
schon jetzt die genaue Bestimmung dieser Classenanzahl fiir eine
gegebene Determinante, welche innig mit den schonsten algebrai-
schen und analytischen Untersuchungen dieses Jahrhunderts ver-
kniipft ist, als die letzte und hauptsiichlichste von uns zu l6sende
Aufgabe.

Der Weg zu diesem Ziele wird gebahnt durch die Losung der
beiden folgenden Hauptprobleme in der Theorie der Aequivalenz:

L Zu entscheiden, ob” zwei gegebene Formen von gleicher De-
terminante dquivalent sind, also derselben Olasse angehoren oder
nicht. '

II. Alle Substitutionen zu finden, durch welche die eine von:
2wes gegebenen dquivalenten Formen in die andere dibergeht.

Es wird aber gut sein, die Beschiiftigung mit diesen beiden
Problemen dadurch zu motiviren, dass wir zeigen, wie die Theorie
der Darstellung der Zahlen durch quadratische Formen vollsténdig
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auf dieselben zuriickgefiihrt werden kann; und so schicken wir im
Folgenden einige Hauptsitze dieser Theorie voraus.

§. 60.

Man nennt, wie schon im Anfang dieses Abschnittes erwihnt
ist, eine ganze Zahl mv darstellbar durch die quadratische Form
(a, b, ¢), wenn es zwei ganze Zahlen z, y giebt, welche der Glei-
chung

ax? + 2bzy + cy? = m @
geniigen. Wir konnenuns aber zunichst auf sogenannte eigentliche
Darstellmngen (x, y) beschrinken, in welchen die beiden darstellen-
den Zahlen z, y relative Primzahlen sind; denn ist § der grosste
e gememschafﬁféhe Divisor vonz und ¥, so ist m nothwendig theilbar
durch 02; setzt man nun 2 = 2'0, y = ¢'0 und m = m/' 82, so
wird #' offenbar durch die Form (a, b,¢) dargestellt, wenn 2’ und y'
als darstellende Zahlen genommen werden. Da nun die letztern
relative Primzahlen sind, so erkennt man leicht, dass, sobald alle
eigentlichen Darstellungen der Zahlen bekannt sind, hieraus die
tibrigen  (uneigentlichen) Darstellungen leicht gefunden werden
konnen; wir schliessen dahér die letztern von unserer jetzigen Be-
trachtung ganz aus. Dies vorausgeschickt, schreiten wir zur Er-
forschung der erforderlichen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Darstellbarkeit einer gegebenen Zahl m dugch eine gegebene
Form (a, b, ¢).

1. Wir nehmen also an, die obige Darstellung (1) der Zahl
m durch die Form (a, b, ¢) von der Determinante D — b?2—ac
sei e¢ine eigentliche, d.h. z und y seien relative Primzahlen. Dann
giebt es (nach §§. 22, 24) immer unendlich viele Paare von ganzen
Zahlen &, 7, welche der unbestimmten Gleichung ersten Grades

zn—yé=+1 )
Geniige leisten. Wihlen wir ein solches Paar £, 4 nach Belieben
aus, 80 geht (nach §. 56) die Form (g, b, ¢) durch die Substitution
b Z5) in eine dquivalente Form (m, n, 1) iiber, deren erster Coeffi-
clent zufolge (1) dié dargestellte Zahl m ist; der mittlere Coeffi-
cient wird

n= (az +by) €+ bz + cy)n, S ®
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und der dritte Coefficient 1 ergiebt sich, da beide Formen (nach
§.56) dieselbe Determinante haben, aus der Gleichung n? —ml =D
(denn m kann nicht = 0 sein, weil sonst D ein Quadrat wire).
Da nun dieser dritte Coefficient ! nothwendig eine ganze Zahl ist,
so folgt, dass D quadratischer Rest von m, und dass 2 = n eine
Wurzel der Congruenz

22 = D (mod. m) 4)
ist. .

2. Gesetzt nun, man nimmt statt der beiden Zahlen £, nirgend
ein anderes Paar von Zahlen £, %/, welche derselben Bedingung
(2) geniigen, so- geht die Form (a, b, ¢) durch die Substitution
¢ f), ebenfalls in eine dquivalente Form (m, #/, ') iiber, und man
erhilt wieder eine Wurzel -

w=tz+by)§+Grtcpy
der Congruenz (4). Es ist nun von Wichtigkeit zu ‘untersuchen,
in welcher Beziehung diese zu der friiheren steht. Da der Vor-
aussetzung nach zn—y& =1 = 2y —y¥, also auch z(n'—1)
= y(&' —§) ist, und # und y relative Primzahlen sind, so muss
g — £ durch z theilbar sein; nennen wir den Quotienten v, so folgt
§=&t+azv v =n+yy;

alle denkbaren Auflésungen der Gleichung (2) sind daher in diesen
Formeln enthalten, in welchen v jede beliebige ganze Zahl b

und umgekehrt, jedem ganzzahligen Werthe vors® entsprechen
zwel Zahlen &, 7', welthe der Gleichung (2) geniigen. ',‘(Dies /gﬁt
selbst dann noch, wenn eine der beiden Zahlen z, y,,gl,gi(;};‘Nul.l,
und folglich die andere = =+ 1 ist.) Substituirt man nun die vor-
stehenden Ausdriicke in den von #/, so erhilt man, mit Beriicksich-
tigung von (1) und (3), das Resultat

# = n+ mo, also #' = n(mod. m).

Hieraus folgt, dass alle Wurzeln » der Congruenz (4), welche auf
die obige Art aus einer gegebenen eigentlichen Darstellung (z, y)
der Zahl m durch die Form (a, b, ¢) abgeleitet werden konnen, die
simmtlichen’ Individuen einer und derselben Zahlclasse (mod. ms)
sind, also nur eine und dieselbe Wurzel dieser Congruenz bilden
(§ 21); jedes Individuum dieser Zahlclasse wird, wenﬁg::.lle ganzen
Zahlen durchliuft, d. h. wenn man der Reihe nach alle Auflssungen
& n der Gleichung (2) betrachtet, ein Mal und auch nur ein Mal
erzeugt. ‘Man sagt daher, die Darstellung (z, y) der Zahl m gehire

YTy
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zu dieser Wurzel » (mod. m) der Congruenz (4), weil durch den
angegebenen Process nur diese und keine andere Wurzel derselben
zum Vorschein kommt.

Zugleich leuchtet ein, dass die Form (a,b,¢) durch die simmt-
lichen Substitutionen (3 E) deren erster und dritter Coefficient die
beiden darstellenden Zahlen z und y sind, in unendlich viele dqui-
valente Formen (m,n,l) iibergeht (vergl. §.56), deren gemeinschaft-
licher erster Coefficient die dargestellte Zahl m ist, wihrend der
mittlere Coefficient % alle Zahlen einer vollig bestimmten Classe
(mod.m), und zwar jedes Individuum derselben nur ein Mal, durch-
lauft*).

3. Das Vorhergehende reicht hin, um iibersehen zu konnen,
dass die Aufgabe, alle eigentlichen Darstellungen einer gegebenen
Zahl m durch eine gegebene Form (a, b, c)ezu finden, auf die Lo-
sung der beiden Probleme zuriickkommt, die wir am Schluss des
vorigen Paragraphen aufgestellt haben. Man untersuche zunichst,
ob D quadratischer Rest von s ist oder nicht; im letztern Fall

*) Es liegt nahe, die Zahlclasse n (mod. m) unmittelbar aus der gege-
benen Darstellung (x, y) selbst zu bestimmen, ohne Zuziehung der Zahlen
& 7n. Die Auflosung der beiden Gleichungen (2) und (3), welche beide vom
ersten Grade in Bezug auf &, % sind, giebt

my = ax+@b+ny, —mé&=(O0—n)ztcy,
und hieraus folgen die Congruenzen
—yn = ax+by, xn = bzt cy(mod. m),
durch welche die Zahlclasse # (mod. m), wie man leicht erkennt, vollstindig
bestimmt, ist. —

Wir schalten an dieser Stelle noch folgenden Satz ein, von welchem
wir spiter Gebrauch machen werden: Giebt es zwel ganze Zahlen z, v,
welche den Bedingungen

azx?42bxytcy? =m
az+O+ny =0, b—nz+cy = 0 (mod. m)

geniigen, wo m, n, a, b, ¢ gegebene Zahlen bedeuten, deren arste von Null
verschieden ist, so ist die Form (a, b, ¢) mit einer Form (m, #, I) dquiva-
lent, deren erste beide Coefficienten m, # sind. Denn setzt man die auf der
linken Seite der beiden Congruenzen befindlichen Ausdriicke resp. gleich
. my, —mE, so ergiebt sich durch Multiplication mit «, ¥ und Addition
m(xn—y&) = m, also g —y& —=- 1, woraus dann das Uebrige leicht
folgt. Dass ferner umgekehrt, wenn zwei Formen (a, b, ¢) und (m, n, )
dquivalent sind, stets zwei Zahlen #, y existiren, welche den vorstehenden
Bedingungen genugen, leuchtet aus dem Obigen unmittelbar ein. Mithin
ist die Existenz zweier solcher Zahlen z, y vollkommen charnktenst ch fiir
die Aequivalenz der beiden Formen. ‘
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ist m durch keine einzige Form der Determinante D eigentlich dar-
stellbar; im erstern Fall bestimme man alle incongruenten Wurzeln
der Congruenz (4), und verfahre mit jeder einzelnen, wie folgt. Es
sei n ein bestimmter Reprisentant einer bestimmten Wurzel, und
zwar n? = I 4 ml, so ist (m, n, I) eine bestimmte Form-von der
Determinante D. Giebt es nun eine Darstellung (z, y) der Zahl
m durch (a, b, ¢), welche zu der durch # reprisentirten Wurzel
der Congruenz (4) gehdrt, so ist die Form (a, b, ¢) dquivalent mit
(m, n, 1), und die Darstellung (2, y) liefert eine und nur eine Sub-
stitution (P f]), durch welche die erstere in die letztere iibergeht.
Es muss daher zunichst entschieden werden, ob die beiden gege-
benen Formen (a, b, ¢) und (m, n, 1) von der Determinante D iiqui-
valent sind, oder nicht — dies ist das erste der beiden genannten
Probleme; gesetzt nun, die beiden Formen erweisen sich als nicht
fquivalent, so existirt keine einzige zu dieser Wurzel » gehérige
Darstellung der Zahl m durch die Form (a, b, ¢). Zeigt es sich
aber, dass die beiden Formen #quivalent sind, so miissen alle Sub-
stitutionen (J i) aufgesucht werden, durch welche (a,, c) in (m, n, 1)
iibergeht — dies ist das zweite Problem. Der erste und dritte
Coefficient (# und ) einer jeden solchen Substitution bilden dann
auch wirklich eine eigentliche zu der Wurzel n gehérige Darstellung
der Zahl m durch (a, b, c), und da, wie schon bemerkt, aus jeder
solchen Darstellung (z, y) umgekehrt eine und nur eine solche
Substitution (% f]) entspringt, so erhilt man durch die simmtlichen
Substitutionen der angegebenen Art auch alle zu n gehorigen Dar-
stellungen, und jede nur ein Mal. Genau in derselben Weise ver-
fihrt man mit den iibrigen Wurzeln der Congruenz (4), deren An-
zahl, falls m und D relative Primzahlen sind, nach §. 37 zu be-
stimmen ist. ‘

§. 61. .

Nachdem wir uns in der vorhergehenden Digression davon
tiberzeugt haben, dass in der That die Theorie der Darstellung
vollstéindig auf die beiden (in §. 59) erwiihnten Probleme der Lehre
von der Aequivalenz zuriickgefiihrt werden kann, so wenden wir
uns nun zu der Losung derselben. Das erste, zu erkennen, ob
zwei Formen von gleicher Determinante iquivalent sind oder nicht,
erfordert von vorn herein ganz verschiedene Methoden, je nachdem
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die Determinante positiv oder negativ ist; in beiden Fillen ist aber
die Losung von der Art, dass, wenn die Aequivalenz der beiden
Formen erkannt wird, zu gleicher Zeit auch eine Transformation
der einen in die andere gefunden wird. Da also bei zwei wirklich
dquivalenten Formen immer eine solche Transformation durch die
Losung der ersten Aufgabe gefunden ist, so besteht das zweite
Problem nur noch darin, aus einer solchen Transformation alle
anderen zu finden; und da die Losung desselben zunichst nicht
von dem Vorzeichen der Determinante abhiingt, sondern fiir po-
sitive wie fiir negative Determinanten Anfangs eine gleichméssige
Behandlung zulisst, so stellen wir es dem andern voran.

Unsere Aufgabe ist also die, aus einer Substitution L, durch
welche eine Form ¢ in eine #quivalente Form ¢ iibergeht, alle
Substitutionen S zu finden, welche denselben Erfolg haben. Wir
konnen dieselbe sogleich durch einige Bemerkungen bedeutend
vereinfachen, indem wir sie auf den einfachsten Fall reduciren, in
welchem beide Formen identisch sind. Denn'gesetzt wir kennen
alle Substitutionen 7, durch welche die Form ¢ in sich selbst
iibergeht, so geht @ offenbar durch alle Substituticnen T'L in die
andere Form v iiber. Alle diese Substitutionen 7L gehoren 1 also
zu den gesuchten Substitutionen S. Jetzt behaupten wir auch um-
gekehrt, dass auf diese Weise alle Substitutionen S erzeugt werden,
und jede nur ein einziges Mal; denn bezeichnen wir mit L' die in-
verse Substitution von L (durch welche also die Form ¢ in die
Form ¢ zuriickkehrt), so ist jede in der Form SL’ enthaltene Sub-
stitution eine solche, durch welche die Form ¢ in sich selbst iiber-
geht, und gehort mithin zu den mit 7' bezeichneten Substitutionen,
so dass wir SL' = T setzen konnen. Da nun die aus L' und L
zusammengesetzte Substitution L' L = (3 ) ist, so folgt hieraus
SL'L = S = TL, also wird wirklich jede Substitution S auf die
angegebene Art erzeugt. Dass endlich jede Substitution S nur ein
einziges Mal erzeugt wird, leuchtet hieraus ebenfalls ein; ist ném-
lich TL = 8, so ist T'= S/, also ist die Substitution 7} durch
welche eine bestimmte Substitution S erzeugt wird, immer eine
vollkommen bestimmte, so dass zwei verschiedene Substitutionen
T auch zwei verschiedene Substitutionen S erzeugen.

Da also der' Complex der Substitutionen §_vollstéindig mit
dem Complex der Substitutionen T'L uberemstlmmt, wo L die ge-’
gebene Substitution bedeutet, durch welche die Form ¢ in die
#quivalente Form ¢ iibergeht, so kommt es nur noch darauf an,
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alle Substitutionen 7' zu finden; unser Problem ist daher auf das
folgende zuriickgefiihrt: -~

Alle Substitutionen’ 2u finden, durch welche eine Form in_sich
selbst dibergeht.

Bevor wir zur Losung desselben schreiten, stellen wir eine
Betrachtung an, welche fiir die Folge von grosser Wichtigkeit ist.
Bedeutet ¢ den grossten (positiven) gemeinschaftlichen Theiler der
drei Zahlen a, 25, ¢, so leuchtet ein, dass alle durch die Form
(a,b,c) darstellbaren Zahlen durch ¢ theilbar sind, und wir wollen,
wo kein Missverstindniss zu besorgen ist, diese Zahl ¢ kurz den
Theiler der Form (a, b, ¢) nennen. Dann sind zwei Félle moglich:

1. Ist 25 : 6 eine gerade Zahl, so geht 6 in b, und folglich 62
in der Determinante D — 52— a¢ auf; und umgekehrt, wenn 62
in D aufgeht, so ist & durch ¢ theilbar, also 25 : ¢ eine gerade
Zahl; zugleich ist dann 6 der grosste gemeinschaftliche Theiler der
drei Coefficienten a, b, c.

2. Ist 2% : 6 eine ungerade Zahl, so ist 6 jedenfalls gerade, -
und 62 geht nicht in D, wohl aber in 4 D auf, und zwar ist

(2b)—4— — =1 (mod. 4),

also 4 D=¢? (mod. 46?); und umgekehrt, wenn 4 D= 62(mod. 4 6?),
so ist auch (26)2 = 62 (mod. 4 6?), folglich 25 : ¢ eine ungerade
Zahl; zugleich ist 1o der grosste gemeinschaftliche Theiler der drei
Coefficienten a, b, c.

Der ‘Theiler ¢ einer jeden Form von der Determinante D ge-
niigt daher entweder der Bedingung D = 0 (mod. 62), oder dieser
4 D = 6 (mod. 4 6%); umgekehrt, ist ¢ eine positive Zahl, welche
der einen oder andern dieser Bedingungen geniigt, so existiren
auch Formen (a,b,c) von der Determinante D), deren Theiler o ist."
je nachdem n#mlich ¢ der ersten oder der zweiten Bedingung
geniigt, ist

| (6, 0, '—_3—]2> oder ( Lg, ——-4—:£ A
eine Form von der Determinante D und vom Theiler 6, und zwar
die sogenannte einfachste solche Form (forma semplmsszma), die
einfachste Form (1, 0, — D) vom Theiler 1 helsst ‘die Hauptform
(forma principalis) der Determinante D*).

% Gauss: D. A. artt. 231,25, ,
Dirichlet, Zahlentheorie. ldg,
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Der grosste gemeinschaftliche Theiler z der drei Coefficienten
a,b, ¢ einer Form (a,b,c) ist im ersten Fall — ¢, im zweiten — 1a;
ist nun = = 1, so heisst die Form eine wurspriingliche*) (forma
primitiva), und zwar, wenn 6 — 1 ist, eine Form der ersten Art**)
(forma proprie primitiva oder forma propria nach Gauss), dagegen,
wenn 6 = 2 und also D = 1 (mod. 4) ist, eine Form der zweiten
Art ( forma improprie primitiva oder forma impropria). Ist ferner
t>1,und a = vd, b=z, c=7c,b'0' —a'd =D, D =v2 D,
s0 heisst die Form (a, b, ¢) abgeleitet (derivata) aus der urspriing-
lichen Form (o', ¥', ¢) der Determinante 1.

Aus den Formeln der Transformation [§. 54, (2)] geht nun
hervor, dass, wenn eine Form (¢, ¥/, ¢') unter einer Form (a, b, ¢)
enthalten ist, jeder gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, 2 b, ¢
auch gemeinschaftlicher Theiler der Zahlen o', 2%, ¢’ sein muss,
woraus unmittelbar folgt, dass je zwei Aquivalente Formen den:
selben Theiler 6 besitzen; mithin kommt dieser Theiler allen zu
.einer und derselben Classe gehorigen Formen gemeinschaftlich zu,
und kann daher fiiglich der Theiler der Formenclasse genannt
werden. Dasselbe gilt offenbar von dem grossten gemeinschaft-
lichen Theiler 7 der Coefficienten a, b, ¢ einer jeden zu einer be-
stimmten Classe gehorigen Form (a, 6, ¢). Hiernach leuchtet. von .
selbst ein, was unter der einfachsten Classe vom Theiler 6, unter
der Houptclasse, unter einer urspriinglichen Classe der ersten oder
zweiten Art, oder unter einer abgeleiteten Classe zu verstehen ist.
Endlich bildet der Inbegriff aller Forimen von gleicher Determi-
nante D und von gleichem Theiler ¢ eine sogenannte Ordnung ***)
(ordo), und aus dem Vorhergehenden folgt, dass dieselbe der Com-
plex aller Classen der Determinante I) ist, welche den Theiler ¢
haben.

§. 62. '

Es sei nunA(f';’ f) irgend eine Substitution, durch welche die
Form (a, b, ¢) von der Determinante D und vom Theiler ¢ in sich
selbst iibergeht, so ist zunichst

Ao —pr =1 (@)

*) Gauss: D. A. art. 226.
**) Dirichlet: Recherches sur diverses applications de Vanalyse infini-
téstmale & la théorie des mombres. 2¢ partie. §. 7. Crelle’s Journal XXI. |
*4) Gauss: D. A. art. 226, ~a
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und ferner (nach §. 54)
ad?+2bAv + cv? = a; (2)
alp +b(deo +pv) +cve =b; (3)
da aus diesen drei Gleichungen schon folgt, dass (a, b, ¢) in eine
dquivalente Form iibergeht, deren erster und zweiter Coefficient
a und b sind, so ist der letzte Coefficient ¢’ der neuen Form wegen
der Gleichheit der Determinanten nothwendig = ¢; und folglich
driicken diese Gleichungen vollstindig aus, dass (f; &) eine Sub-
stitution der verlangten Art ist (dies wiirde nicht ebenso vollstéin-
dig geschehen, wenn man die Gleichung A9 — uwv == 1 durch die
andere Gleichung au? + 2bpo 4+ c9? = ¢ ersetzen wollte; denn
dann wiirde man riickwérts nur schliessen konnen, dass g — uv
_ _"_‘ 1 1st) ™
Wir behandeln diese drei Gleichungen mit den vier Unbe-
kannten 4, g, v, ¢ auf folgende Weise.
Wird A¢ durch wv -+ 1 ersetzt, so nimmt die Gleichung (3)
die Form
alu+2buv 4 cvep =0 ,
an; verbindet man hiermit die Gleichung (2) und eliminirt einmal
25, dann ¢, so erhdlt man unter Beriicksichtigung der Gleichung (1)
die beiden folgenden:
ap+cv=20; a(A—g)4+2bv = 0.
Da a von Null verschieden ist (weil sonst D eine Quadratzahl
wiire), so kann man folglich
a c 2b
V= = — o l—-—g::—«—ﬁ—u ©))

setzen, worin « eine neue unbekannte, aber ganze Zahl bedeutet,
weil v, u, A — @ ganze Zahlen sind, und 6 der grosste gemeinschaft-
liche Divisor von a, ¢, 2b ist. Setzen wir diese Ausdriicke fiir u
und » in die Gleichung (1), so erhalten wir

ac
Ag:——‘—{iaﬁ-}—l, @

und hieraus in Verbindung mit dem vorstehenden Ausdruck fiir
A — ¢ die Gleichung

A+ =(@A—0)+4de =

. o

4(Dur 4062 '
2

o
oder
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Hieraus ergiebt sich, dass }6(4 4 @) jedenfalls eine ganze
Zahl sein muss, die wir mit ¢ bezeichnen wollen, so dass

l+9=%£undt?=Du2+62 . )
ist.
Wir konnen die vorstehende Untersuchung mit Riicksicht auf
(4) und (5) in Folgendem zusammenfassen *):
Ist (" &) eine Substitution, durch welche die Form (a, b, ¢) von
der Deterniinante D und vom Theiler 6 in sich selbst dibergeht, so
ist stets

p= ek
&)
an t+ bu
¥ V=0 B

wo i, u zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten Glei-
chung

- — Du? = ¢2 I
Gendige leisten.

Aber dieser Satz ldsst sich auch umkehren:

Sind t, u zwei ganze der Gleichung (II) geniigende Zahlen, so
sind die durch die Gleichungen (1) bestimmten Zahlen 1, u,v, o die
ganzzahligen Coefficienten einer Substitution (f; g), durch welche
die Form (a, b, ¢) in sich selbst ibergeht.

Dies ergiebt sich auf folgende Weise. Zuniichst ist zu be-
weisen, dass 4, u, v, ¢ gange Zahlen werden; da ¢ in @ und in ¢
aufgeht, so sind » und g ganze Zahlen; da ferner 62 in 4 D und
zufolge (II) auch 4n-4¢2 aufgeht, so ist 2¢ theilbar durch ¢, und
da 6 auch in 2 b gufgeht, so sind 24 und 2 ¢ ebenfalls ganze Zah-
len, deren Summe e 4¢ : 6, also eine gerade Zahl ist; mithin sind
24 und 2 ¢ entw beide gerade oder beide ungerade; da aber
ihr Product ‘

‘ )=4t2_65,m?=46 —Gc:cu _4(1_____,“2)
gerade ist, s0 sind 24 und 2 ¢ gerade Zahlen, also 4 und ¢ ganze
Zahlen.
Nachdem dieser erste Punct sichergestellt ist, findet man
‘leicht durch wirkliche Substitution der Ausdriicke (I) unter Be-
riicksichtigung der Gleichung (II), dass die drei Relationenr @),

*) Vergl. Gauss: D. A. art. 162,
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(2) und (3) identisch erfiillt sind, dass also in der That die Form
(a, b, ¢) durch die Substitution (% &) in sich selbst iibergeht.

Aus jeder bekannten Substitution (,’; !g) kann daher (z. B. durch
die Gleichungen # — 6v : a, t = 61+ bu) eine Auflosung ¢, u
der Gleichung (II) gefunden werden, und umgekehrt. Es ist aber
wichtig, zu bemerken, dass zwei verschiedenen Substitutionen auch
zwei verschiedene Auflosungen der Gleichung (II) entsprechen, und
umgekehrt zwei verschiedepen Auflssungen der Gleichung (II) auch
zwei verschiedene Transfokmationen der Form (4, 0, ¢) in sich®
selbst. Denn die Relationen (I) sind derartig, dass gegebenen
Werthen ¢, # ein und nur ein System von Werthen 4, g, v, ¢, und
umgekehrt gegebenen Wthen von A, u,v,0 ein und nur ein System
von Werthen ¢,  entspricht.

Hiermit ist also unser Problem nicht vollstindig gelost, son-
dern nur auf das andere reducirt:

Alle ganzzahligen Auflisungen der unbestimmiten Gleichung (IL)
zu finden.

Dieses letztere bietet nun nicht die geringste Schwierigkeit
dar, sobald die Determinante D negativ ist. Wenn némlich o ihr
absoluter Werth, also D = — 4 1ist, so hat die Gleichung (II)

24 du? = 62
nur eine endliche Anzahl von Auﬁiisungen? ¢, w; und zwar ist, wenn
1. D=0 (mod. 6?), die Anzahl der Auflosungen der Gleichung
immer — 2, sobald 4 > ¢2 ist; diese Auflosungen sind offenbar
t=4+06, u=0 und t=4—06, u=0; »,
im Fall 4 = 62 ist aber die Anzahl def Auflosungen = 4; diese :
sind ’
t—206, u=—20; t=—a, u=20;
t=0 u=1 t=0, = — 1.

2. Ist 4 D=0? (mod. 4 6%) und folglich 4 4 = 3 62 (mod. 4 62), :
s0 ist die Anzahl der Auflosungen der Gleichung stets = 2, so tft‘
44 > 362 also 4 4 = 7 6?; diese sind

t=06, u=20; und~f{t=— 06, u=0;
im Fall 44 — 3062 ist aber die Anzahl der Auflésungen = 6;
diese+sind
t=4+6,u=0 t=+4+1l6,u=+1; t =430, u=—1;
t=—6, u=20; t =—1}6,u =—1; t=-—-—§&, u =1
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§. 63.

Bei weitem schwieriger ist die Theorie der Gleichung (II) fiir
den Fall einer positiven Determinante D, und hierin zeigt sich
zuerst die grosse Verschiedenheit in der Natur der Formen von

ositiver und derer von negativer Determinante. Wir lassen daher
diese Untersuchung fiir jetzt fallen, um sie spéter (in §.83) wieder
aufzunehmen, nachdem das andere in §. 59 erwihnte Problem der
Lehre von der Aequivalenz seine Losung gefunden haben wird.
Auch bei diesem stellt sich etwas Aehnliches heraus, indem es durch-
aus nothwendig wird, die Formen von positiver und negativer De-
terminante vollstindig gesondert zu behandeln; und da auch hier
die Formen von negativer Determinante weit weniger Schwierig-
keiten darbieten, so behandeln wir diese zunzchst.

Um aber den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen,
schicken wir eine Bemerkung voraus, welche sich gleichméssig auf
Formen von positiver wie von negativer Determinante bezieht.
Offenbar geht eine Form (a, b, &), in welcher wir absichtlich den

ot letzten Coefficienten nicht mit ¢, sondern mit @' bezeichnen, durch
- #eine Substitution von der Form (_{: §) in eine #quivalente Form

8 iiber, deren Coefficienten T 9.
@, b =—b—a'd, a' =a+200+a 62 ’«1* s *!*f
sind; diese Form (o, ¥/, &) soll der Form (a, b, a") nach rec%i,ts

el links benachbart heissen. Das Charaktenstlsche
Wyeier solcher benachbarter Formen ¢ und ¢f
besteht erstens darin, dass sw d1ese1be Deter-

- zuglelch der erste Coefficient der andern Fo‘rm @' ist,
tens, dass die Summe ihrer mittlern Coefficienten b 4 &' durch
esen gemeinschaftlichen Coefficienten o’ theilbar ist. Dennhaben .
zv%l Formen ¢ und ¢’ diese drei Eigenschaften, find setzt man
b4 U =—a!d, so geht in der That die Form ¢ durch die Sub-

stitution .
0,1 .
—1,9

*) Gauss: D. A. art. 160,
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in eine neue Form iiber, deren erste beide Coefficienten a', &' mit
denen der Form ¢’ iibereinstimmen; und da die neue Form jeden-
falls der Form ¢ #quivalent ist, also auch dieselbe Determinante
wie ¢ und folglich auch wie ¢’ hat, so muss sie mit ¢ identisch
sein *).

§. 64,

Wir wenden uns nun zu der Untersuchung, ob zwei gegebene
Formen von gleicher negativer Determinante 1) = — 4 dquivalent
sind oder nicht. Zuniichstist zuhémerken, dass die beiden dusseren
Coefficienten « und ¢ einer solchen Form

o = ax?+ 2bxy + cy?
nothwendig gleiche Vorzeichen haben, da ac = h? -+ 4 positiv
ist; da ferner ' T

ap = (az+by)*+ Ay?

ist, so zeigt sich, dass alle durch die Form ¢ darstellbaren Zahlen
dasselbe Vorzeichen haben wie ¢ und ¢. Sind daher (a, b, ¢) und
(@', ¥, ¢) dquivalente Formen, so haben die dusseren Coefficienten
a', ¢ der letztern Form dasselbe Zeichen wie die der erstern. Da
ferner aus der Aequivalenz dieser beiden Formen auch die der
beiden Formen (—a, —&, —¢) und (—da/, — ¥, —¢') folgt, so
kénnen wir uns im Folgenden auf die Betrachtung der sogenannten
positiven Formen beschriinken, in welchen die beiden #usseren
Coefficienten das positive Vorzeichen haben. ,

Um nun iiber die Aequivalenz zweier Formen dieser Art zu
entscheiden, vergleicht man sie nicht direct mit einander, sondern

*) Der,letzte Grund, weshalb die Substitutionen von der Form (__(1" (1,\
eine so wichtige Rolle spielen, besteht darin, dass aus ihnen alle anderen
sich zusammensetzen lassen; man kann die Coefficienten d' in ihrer Aufein-
anderfolge noch gewissen Beschrinkungen, namentlich in Bezug auf ihire
Vorzeichen, unterwerfen, in der Art, dass jede beliebige Substitution #ich
auch nur auf eine einzige Weise aus solchen einfachen Substitutionen zu-
sammensetzZen lisst. Eine wichtige Anwendung findet diese Bemerkung z. B,
in der Theorie der unendlich vielen Formen der 9-Functionen. Man erkennt
ferner leicht, dass auch'der in §. 23 behandelte Algorithmus in der Theorie
dieser Substitutidifen und ihrer Zusammensetzung enthalten ist. Man ver-
gleiche ferner §. 81.
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mit sogenannten reducirten ) Formen. Man nennt eine Form
(4, B, C) von negativer Deferminante (und positiven #usseren Coef-
ficienten) eine reducirte, wenn der letzte Coefficient €' nicht kleiner
ist als der erste 4, und der erste A wieder nicht kleiner als der
absolute Werth des doppelten mittlern Coefficienten 2B, in
Zeichen, wenn

¢4 =2(B)
ist, wo (B) den absoluten Werth von B bedeuten soll. Wir be-
weisen nun zunfchst folgenden Satz:

Jede Form von wnegativer Determinante ist einer reducivten
Form dgquivalent.

Zu dem Zweck betrachte man die der gegebenen Form (a,b,qa’)
nach rechts benachbarten Formen (o, ¥, ¢”); unter diesen wird
es immer eine (bisweilen auch zwei) geben, in welchen wenigstens
die eine Bedingung o = 2(#') erfiillt ist. Denn unter allen mit
— b nach dem Modul o' congruenten Zahlen giebt es eine #’, deren
absoluter Werth am kleinsten, und zwar kleiner oder wenigstens
nicht grosser als o' ist (falls o’ gerade und b = } ¢’ (mod. o) ist,
wiirde es zwei solche Zahlen &' geben, ndmlich + }«'), so dass
jedenfalls ' = —b (mod. ¢’) und ausserdem 2 (') = o' ist. Ist
b auf diese Weise gefunden, und 4 4- ' = — a' 0, so geht die Form

, @) durch die Substitution T

0,1

in die nach rechts benachbarte Form (o', ¥, ") iiber, in welcher
2(¥)=a ist. Wenn nun gleichzeitig sich herausstellt, dass o' = a”
ist, soist (a',',a") eine reducirte Form und der Process gesEﬁIBssen
Findet sich aber, dass das Gegentheil

a > a"’
Statt. findet, so ist (¢, ¥, @) noch keine reducirte Form. Mit dieser
verfahre man ebenso wie mit (4, b, @), d. h. man transformire sie
in eine nach rechts benachbarte Form (a”, b”,’a”), in welcher
2(") = a" ist; sobald dann gleichzeitig a” < a"ist, soist (a”,8",a")
reducirt, folglich der Process geschlossen; ist dies aber nicht der
Fall, also

aﬂ > al'l‘

*) Gauss: D. A. art. 171. Die Bedingung 4 = V‘*/&# ist schon eine
Folge der beiden anderen (vergl. §. 65).
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so setze man den Process in derselben Weise fort. Immer aber
wird er nach einer endlichen Anzahl von Operationen schliessen;
denn wire dies nicht der Fall, so hiitte man eine nie abbrechende
Reihe von positiven ganzen Zahlen
o, a’,ad" ... a® antd

in welcher jede folgende mindestens um eine Einheit kleiner wire,
als die unmittelbar vorausgehende, was unmoglich ist, da es immer
nur eine endliche Anzahl ganzer positiver Zahlen giebt, welche
kleiner sind als eine gegebene.

Auf diese Weise ist bewiesen, dass man endlich zu einer Form
(a™, b™, a+V) gelangen muss, in welcher nicht nur 2(d®) = a™,
sondérn auch o™ < g™+ ist.

Zugleich ergiebt sich jedesmal durch die wirkliche Ausfiih-
rung der Operationen eine Substitution, welche aus den successiven
Substitutionen von der Form

0, 1)
—1,0
zusammengesetzt ist, und durch welche die gegebene Form (a,b,a’)
in die ihr dquivalente reducirte Form (a®™, ™, a®+V) iibergeht.

Nehmen wir als Beispiel die Form (200, 100, 51), deren De-
terminante ) =— 200 ist, so haben wir 3’ =— 100 (mod. 51) zu
setzen und finden hieraus »’' = 2 und 8 —— 2; die Substitution,
durch welche die gegebene Form (200, 100, 51) transformirt werden
muss, ist daher gefunden; da wir aber den ersten und zweiten
Coefficienten ¢’ und®’ und die Determinante D kennen, so brauchen
wir diese Transformation nicht wirklich auszufiihren, sondern wir
berechnen den letzten Coefficienten o' durch die Formel

re
@ =""=D o b—w)e;

a

in unserm Fall finden wir also ¢” = 4. Die benachbarte Form ist
daher (51, 2, 4); sie ist nicht reducirt, weil der letzte Coefficient
kleiner ist als der erste. Wir wiederholen daher dieselbe Ope-
ration, indem wir " =-—2 (mod. 4) und folglich #" =+ 2 setzen,
wo beide Zeichen zulissig sind; dann ergiebt sich ¢’ = — 1 oder
= 0, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen wird,
und ausserdem "’ = 51; also ist die neue Form (4, + 2, 51),.und
diese ist, mag mgn das obere oder das untere Zeichen wihlen,
reducirt. Ferner geht die gegebene Form (200, 100, 51) durch dle
Substitution -
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0, +1 0, +1 —1, -—1>
—1,—2)\—1, —1 +2, +1
in die Form (4, 2, 51), dagegen durch die Substitution

ARy =GhE

in die Form (4, ———2, 51) iiber. Man sieht aus diesem Beispiele
wie einfach der angegebene Algorithmus sich gestaltet.

§. 65.

Wir sehen ferner an dem eben behandelten Beispiele, dass
eine und dieselbe Form zwei verschiedenen reducirten Formen
aquvaIent sein kann, woraus folgt ‘dass auch zwei verschiedene
reducirte Formen unter einander #quivalent sein, also derselben
Classe angehoren konnen. Da es von grosser Wichtigkeit ist, dies
allgemein zu untersuchen, so stellen wir uns die Frage:

Wann sind zwei reducirte Formen (a, b, ¢) und («/, ', ¢') von
gleicher negativer Determinante D — — A einander dquivalent?

Zun#chst ziehen wir einige Folgerungen aus den beiden Be-
dingungen
20)= a, a = ¢
welche ausdriicken, dass die Form (a, b, ¢) eine reducirte ist. Es

ergiebt sich ndmlich aus der erstern 45? < a2, aus der letztern
a® = ac, also auch 452 < ac oder 352 < ac — b2, folglich

®=Via
Hieraus folgt weiter, dass 3ac = 34+ 352 < 4 4 und, da
a? £ ac ist, dass
a=<Via
ist.
Nehmen wir jetzt an, die beiden reducirten Formen (a, b, ¢),
(@, ¥, ¢) seien dquivalent, so diirfen wir, ohne die Allgemeinheit"
zu beeintrichtigen, voraussetzen, dass

ad<sa

»~

ist. Es sei nun (% %) die Substitution, durch welche (a, b, ¢) in
(a, ¥, ¢) iibergeht, also
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1 = ad—By (1)
a = aa?+2bay + cy? (2)
Y = acB+b(«d + B7) + cpd. (3)

Multipliciren wir die Gleichung (2) mit a, so ergiebt sich D

adl = (ad +by)r+ dyy A4 Y

da nun sowohl g, als auch ¢’ < VZ4, und also an'} }?‘
ad 44
ist, so folgt, dass in der vorstehenden Gleichung »? entweder = 0
oder = 1 sein muss; denn wire 2 = 4, so wire aa’ = 4 4, was
mit der Bedingung wa' < 44 streitet. Wir unterscheiden nun
diese beiden Fille:
L y=0.
Dann lauten die drei obigen Gleichungen folgendermaassen:
60 = 1; ¢ = ae?; b = aaf + b;
aus der ersten folgt « = & — =41, also ist &/ = a, und die dritte
Gleichung lehrt, dass o' —b = + af durch @ = o' theilbar ist;
da nun aber (b) < 1a und (¥') =< id/, also auch (¥') = }a ist, so
sind nur zwei Fiille moglich: entweder ist &' — & == 0, also &' == b
und folglich, da schon a' = @ ist, auch ¢ = ¢, d. h. die Formen
sind identisch, in welchem Fall sich die Aequivalenz von selbst
versteht; oder es ist der absolute Werth von &' — &, da er unmoglich
grosser als a sein kann und doch durch @ theilbar sein muss, gleich
a; in diesem Fall muss eine der beiden Zahlen b, ¥’ gleich -+ ja,
die andere gleich —}a, und also ¢’ =.c sein; wir werden daher
auf zwei nicht identische ambige Formen (a, a,¢) und (a, —}a, ¢)
gefithrt. Diese sind aber in der That dquivalent, und die erstere
geht in die letztere durch die Substitution (§; ;]) tiber.

I. y=+1.
In diesem Fall lautet die Gleichung (2) folgendermaassen
¢ = au? + 2ba 4 c;
da wir angenommen haben, dass @' nicht grosser als ¢, und folglich
auch nicht grosser als ¢ ist, so folgt, dass

ae? + 20 <0
ist. Da nun andererseits 2(b) = a und stets (@) = o2, also auch
der absolute Werth von 2 h« nicht grosser ist als aw?, so ist ganz
gewiss
. ao? + 2bo = 0.

b
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Es kann also aa? + 2ba weder positiv noch negativ sein, und
folglich ist
ao? + 2ba = 0,
also @' = ¢; da aber o' < @ und a =< ¢, so folgt weiter, dass so-
wohl @' = a, als auch ¢ = @ ist. Nun kann man die Gleichung
(3) mit Hiilfe der Gleichung (1) in die Form
b+ =aaf+2bad + cd
bringen, und da ¢ = @, und 2be = F a«? ist, so ergiebt sich
b+b = a(xf F a2 £ 0)

d. h. b + b’ ist theilbar durch a. Hieraus folgt ganz dhnlich wie
im Fall I, dass b + 0’ entweder = 0, oder dass der absolute Werth
von b 4 ' gleich ¢ sein muss. Im letztern Fall miissten b und &'
einander gleich, nimlich == 4 1« sein, dann erhielte man also
wieder den Fall zweier identischen Formen, der kein Interesse
darbietet. Im erstern Fall dagegen ist 3’ :~b, folglich da ¢ = a,
und auch ¢ = a ist, auch ¢’ = ¢ = a; wir haben daher folgende
zwei Formen (4, b, ) und (a, —b, a), welche (wenn & von Null
verschieden ist) nicht identisch sind; diese sind wirklich dquivalent,
und die erstere geht in die letztere durch die Substitution (3~
iber. .

Wir fassen das Resultat der Untersuchling in Folgendem zu-
sammen:

Die beiden einzigen Fille, in denen zwei nicht identische re-
ducirte Formen dersclben Classe angehiren, sind die folgenden: die
Tormen (a,%a, ¢) und (a, b, a) gehen resp. durch die Substitu-

tionen
1, —1 0, —1
(0 1> und (13 0>

in die entgegengesetaten Formen (a, —%a, ¢) und (a, — b, a) iber.

§. 66.

Hiermit ist nun auch die_Au »gabe geliist zu entscheiden ob

oder nicht. Sind <;o und die beiden ‘Formen, so transformire
man jede derselben, falls sie noch nicht reducirt sein sollte, nach
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der oben (§.64) angegebenen Methode in eine reducirte Form, ¢ in
@', ¥ in ¢'. Stellt sich dann heraus, dass ¢’ und ¢’ identisch aus-
fallen, oder dass sie einen der beiden eben untersuchten Fille
darbieten, in welchen zwei nicht identische reducirte Formen
dennoch #quivalent sind (was durch den Anblick der beiden
Formen augenblicklich erkannt wird), so sind die gegebenen KFor-
men @ und @ gewiss Aquivalent. Und zugleich ergiebt sich_ eine
Substitution, durch welche die eine Form in die andere iibergeht;
denn durch den Process der Reduction ergeben sich Substitutionen
S, durch welche ¢ in ¢', und 7, durch welche ¥ in 9’ iibergeht.
Sind daher ¢’ und ¢’ identisch, so geht, wenn 7" die inverse Sub-
stitution von 7' bedeutet, die Form ¢ durch die zusammengesetzte
Substitution ST’ in die Form 3 iber. Sind dagegen ¢’ und ¢
nicht identisch, aber doch dquivalent, so ist, wie wir oben gesehen
haben, immer eine Substitution U bekannt, durch welche ¢’ in ¢’
iitbergeht; und dann geht ¢ durch die zusammengesetzte Substitu-
tion SUT' in v iiber. '

Zeigt sich aber, dass die Formen ¢’ und ¢’ nicht identisch
sind, und dass sie auch keinen der beiden im vorigen Paragraphen
erwiahnten singuldren Fille darbieten, sind also diese beiden
reducirten Formen nicht #quivalent, so sind auch die beiden ge-
gebenen Formen ¢ und v nicht dquivalent, wie unmittelbar aus
§. 59 folgt.

Hiermit sind fiir negative Determinanten die beiden in §. 59
aufgestellten Probleme der Lehre von der Aequivalenz vollstindig
gelOst: soeben das erstere, welches darin besteht, iiber die Aequi-
valenz oder Nichtédquivalenz zweier gegebenen Formen zu entschei-
den; und zugleich haben wir jedesmal, wenn die Entscheidung fiir
die erstere lautet, auch eine Substitution zu finden gelehrt, durch
welche die eine Form in die andere iibergeht. Das zweite Pro-
blem, aus einer gegebenen Substitution, durch welche eine gege~
bene Form in eine (hierdurch schon véllig bestimmte) dquivalente
Form iibergeht, alle Substitutionen zu finden, durch welche die
erstere Form in dieselbe zweite Form iibergeht, ist in den §§. 61,62
ebenfalls vollstéindig gelost.
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§. 67.

Die Theorie der reducirten Formen setzt uns nun auch in den
Stand, tir jede gegebene negative Determinante ein vollstandiges
System nicht-dquivalenter Formen (§. 59) aufzustellen, wobei wir
uns wieder auf solche Formen beschrinken wollen, deren dussere
Coefficienten positiv sind. Da némlich jede Form von negativer
Determinante ) =—=-— 4 einer reducirten Form und im Allgemei-
nen auch nur einer solchen reducirten Form #Hquivalent ist, so
brauchen wir, um ein vollstindiges Formensystem zu erhalten, nur
die sammthchen reducirten Formen aufzusuchen und jedesmal,
wenn zwei solche nicht identische Formen einen der beiden in §. 65
erwihnten Fille darbieten, eine von ihnen nach Belieben fortzulassen,
die andere beizubehalten. Dass die Anzahl der so iibrig bleiben-
den nicht dquivalenten reducirten Formen endlich ist, ergiebt sich
leicht aus den Bedingungen -

20)=a =g
denen eine reducirte Form (a, b, ¢) geniigen muss, und der hier-
aus (in §. 65) gezogenen Folgerung

) = Vi
Bezeichnet man niimlich die grosste ganze in V1.4 enthaltene Zahl

mit 4 (so dass 4 < V14 < A+ 1), sokann der mittlere Coefficient
b keine andern, als die folgenden 24 4+ 1 Werthe

0o +1, +2...+12
haben und wenn man dem mlttlern Coefficienten b irgend einen
dieser Werthe beigelegt hat, so ist ac = b2 + 4; also hat man die
Zahl b2 4+ 4 auf alle mogliche Arten in zwei positive Factoren zu
zerlegen, und jedesmal denjenigen, welcher den andern an Grosse
nicht iibertrifft, fiir @, den letztern fiir ¢ zu nehmen; stellt sich dann
gleichzeitig heraus, dass 2 (b) < a ist, so ist die so gebildete Form
wirklich eine reducirte und deshalb aufzuschreiben, im entgegen-
gesetzten Fall aber fortzulassen. Auf diese Weise erhilt man noth-
wendig alle reducirten Formen; ihre Anzahl ist aber nothwendig
eine endliche, denn die Anzahl aller Zerlegungen der (24 + 1)
Zahlen von der Form (b2 + ) in zwei Factoren ist selbst endlich.
Wir haben daher das Resultat:
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Die Anzahl aller wicht dquivalenten reducirten Formen von
negativer Determinante, d. h. die Classenanzahl selbst ist endlich.
Beispiel 1: Fiir die Determinante D =——12 ist 4 = 12;

hieraus 2 = V14 =2; wir haben daher b folgende Werthe durch-
laufen zu lassen

0, +1, £2
und dann die Zahlen 52 4, d. h. die Zahlen
12, 18, 16
auf alle moglichen Arten in zwei Factoren zu zerlegen; es ist
12=1.12=2.6=3 .4
13 =1.13
6=1.16=2.8=14.4
Dies giebt, indem der erste Factor immer — a, der zweite — ¢
gesetzt wird, die eilf Formen
(1,0, 12), (2,0,6), (3,0, 4);
(1, £ 1, 13);
1,1+ 2,16), (2,+28), (4 %2 4).
Von diesen sind die folgenden nicht reducirt
1,+1,13), (1, +216), @ + 2 8),
weil in ihnen die Bedingung 2 (b) =< @ nicht erfiillt ist; als wirk-
lich reducirte Formen bleiben daher nur die folgenden fiinf iibrig
(1,0,12), (2,0,6), (3,0,4), (4,12 4);
allein die beiden Formen (4, 2, 4) und (4, — 2, 4) gehoren unter

die Ausnahmefille des §. 65, sind also &quivalent. Mithin enthélt
das vollstindige Formensystem nur vier Formen, némlich
(1,0,12), (2,0,6), (3,0,4), (4, 2, 4),

die als Repriisentanten ebenso vieler Classen gelten. Von diesen
vier Formen sind nur die beiden folgenden

(1,0,12), (3,0,4)
urspriinglich, und zwar sind (da D nicht = 1 (mod. 4) ist) beide
von der ersten Art.

Beispiel 2: Ist D =—35, also 4 =435, so ist A = 3

also kann b nur die sieben Werthe

0, +1, 2 =3
durchlaufen; diesen entsprechen die Zahlen ? 4 4:
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35, 306, 39, 44;

die Zerlegungen derselben in zwei Factoren sind folgende:

35 =1.8=5.7

36=1.36=2.18=3.12=4.9=6.6

30=1.39=3 .13

44 — 1 . 44 2.22 =4 .11
Aber von den 22 entsprechenden Formen erfilllen nur die folgen-
den 10 die Bedingung 2 (b)) = a:

1,0,385), (5,0,7), (2 £1,18)
3,+1,12), (4 +1,9), (6 +1,6).

Da ferner die beiden Formen (2, + 1, 18) den Fall I, die beiden

Formen (6, 4= 1, 6) den Fall II des §. 6d darbieten, so existiren
nur acht nicht dquivalente reducirte Formen

(1,0,85), (5,0,7), (2 1,18)
B, +1,12), (4, +1,9), (61, 6);
diese sind alle urspriinglich; sechs, nimlich
(1,0,35), (5,0,7), (3, +1,12), (4, +1,9)

sind von der ersten, die beiden andern

@, 1,18), (6,1, 6)
sind von der zweiten Art.

Beispiel 3; Ist D =—48 =— 4, 80 ist A = 4, so dass b

folgende Zahlen

I

0,+1,+2 +3 +4

durchlaufen muss; die Zerlegungen der entsprechemwrden Zahlen
b2 + A sind folgende:

48—=1.48=2.24=3.16=4.12=6.8

49 =1.49=17.7

52 =—=1.52=2.26 =4.13

57=1.57T=3.19

64 =—=1.64=—=2.32=4.16=28.8.
Von den entsprechenden 27 Formen sind nur folgende eilf re-
ducirt:

(1,0,48), (2,0,24), (3,0,16), (40,12), -

6,0,8), (7, £1,7), (4 12 13), (8 1 4, 8).

Unter diesen besteht jedes der dreiPaare (7, + 1, 7), (4, £ 2, 13),
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(8, + 4, 8) aus je zwei dquivalenten Formen; also bleiben nur acht
nicht dquivalente Formen

(1,0, 48), (2,0, 24), (3,0, 16), (4,0, 12),
(6,0,8), (7,1,7), (42, 13), (8,4, 8).
Urspriinglich von der ersten Art sind die folgenden vier:
(1,0, 48), (3,0, 16), (7, 1., 7, (4,2, 13),
die anderen vier sind derivirte Formen.

§. 68.

Um schon jetzt einen Begriff von der Fruchtbarkeit dieser
Untersuchungen zu geben, verbinden wir in einigen Beispielen die
gewonnenen Resultate mit der in §. 60 vorausgeschickten Theorie
der Darstellung der Zahlen durch bestimmte quadratische Formen,
bemerken jedoch gleich, dass die folgenden S#tze nur specielle
Fille eines grossen allgemeinen Satzes sind.

Die Formen der Determinante D) =——1 bilden nur eine ein-
zige Classe, denn es giebt fiir diese Determinante, wie man leicht
erkennt, nur die einzige reducirte Form

(1,0, 1) = 22 4 42
Wir fragen nun nach dem System der durch diese Form darstell-
baren, d. h. also in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen m; dm aber
die frithere Theorie unmittelbar anwenden zu konnen, lassen wir
nur eigentliche Darstellungen (z, y) gelten, in denen die beiden
darstellenden Zahlen x, y relative Primzahlen sind; ferner wollen
wir uns der Einfachheit halber auf ungerade darstellbare Zahlen
m beschrinken. Es sei also m eine solche darstellbare ungerade
Zahl, so ist zuniichst m positiv. Da ferner die Determinante — 1
quadratischer Rest von m ist, so miissen alle in m aufgehenden
Primzahlen von der Form 44 4 1 sein.. Umgekehrt, ist diese Be-
" dingung erfiillt, so ist” die Determinante — 1 quadratischer Rest
von m, und die Congruenz.

2? =—1 (mod. m)
hat im Ganzen (nach §. 37) 2« mcongruente Wurzeln, wenn p die
Anzahl dieser von einander verschiedenen in m aufgehenden Prim-

zahlen bedeutet (dies gilt selbst fiir den Fall, in welchem g = 0,
Dirichlet, Zahlentheorfe. 11
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m=1 ist). Es sein ein bestimmter Reprisentant einer hestimmten
dieser Wurzeln, und %2 + 1 = ml, so bilde man die quadratische
Form (m, n, 1) von der Determinante — 1; da nur eine einzige
Formenclasse existirt, soist diese Form der reducirten Form (1,0, 1)
nothwendig dquivalent, und man wird durch die in §. 66 angege-
bene Methode eine, und hieraus nach §§. 61, 62 alle Transforma-
tionen finden, durch welche (1, 0, 1) in (m, », l) iibergeht. Die
Anzahl dieser von einander verschiedenen Transformationen (3 f))
ist (nach §§. 61, 62) stets = 4; ebenso viele Darstellungen (z, y)
der Zahl m existiren daher, welche zu derjenigen Wurzel gehoren,
deren Reprisentant # ist. Und da dasselbe Raisonnement auf
jede der 2« Wurzeln der obigen Congruenz passt, so existiren im
Ganzen

“ 4 . 20 — Qu+2
verschiedene Darstellungen der Zahl m.

. Stellt man aber die Frage, auf wie viele verschiedene Arten
eine solche Zahl m in zwei Quadrate zerlegt werden kann, ohne
Riicksicht auf die Ordnung der beiden Quadrate und auf die Vor-
zeichen ihrer Wurzeln, so liefern je acht verschiedene Darstellungen
von der Form

(Eaty wd (Ly L)
nur eine einzige Zerlegung m = x? 4 y? (von diesen acht Dar-
stellungen gehdren vier, némlich
(@ ), (—2, —y), ‘(— Y, 2), (4, —2)
zu einer, und die anderen vier
(&, —y), (—=2 9), (—y, —2), (%, @) )

zu derihr entgegengesetzten Wurzel); folglich ist die Anzahl dieser
verschiedenen Zerlegungen

= 2u—1 '
mit einziger Ausnahme des.Falles m = 1, weil dann nicht acht,
sondern nur vier verschiedene Darstellungen

(+1,0) und (0,4 1)

existiren, die sich zu der einzigen Zerlegung 1 — 1?2 4+ 02 ver-
einigen.

]

In diesem allgemeinen Resultat ist als specieller Fall der

¥
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berithmte von Fermat aufgestellte, zuerst von Euler*) bewiesene
Satz enthalten:

Jede (positive) Primzahl von der Form 4h + 1 ldsst sich stets,
und zwar nur auf eine einzige Weise in swei Quadrate zerfdllen.

Die Bedingung, dass die Quadrate keinen gemeinschaftlichen
Factor haben, fillt hier fort, da sie sich von selbst versteht.

Beispiel 1: Die Zahl 37 ist eine Primzahl von der Form
4h + 1; die beiden Wurzeln der Congruenz ¢? = —1 (mod. 37)
findet man (z. B. mit Hiilfe des Wilson’schen Satzes) = + 6;
nimmt man » = 6, so hat man die Form (37, 6, 1) zu betrachten,
welche durch die Substitution (°y *7) in die reducirte Form (1,0,1)
iibergeht; umgekehrt geht also (1, 0, 1) durch die inverse Substi-
tution (33 ') in (87, 6, 1) iiber. Also ist die gesuchte Zerlegung
folgende: 37 — 62 4 12; es ist nicht nothig, die vier zu dieser
Wurzel + 6, und die anderen vier zu der entgegengesetzten Wurzel
— 6 gehorenden Darstellungen hier einzeln aufzuschreiben.

Beispiel 2: Die Zahl m = 656 = 5 . 13 ist das Product aus
den beiden Primzahlen 5 und 13, welche beide die Form 4% 4 1
haben. Mithin giebt es 2* — 16 verschiedene Darstellungen, also
nur zwei verschiedene Zerlegungen der Zahl 65. Die vier Wurzeln
der Congruenz 22 =—1 (mod. 65) sind 1+ 8 und 1 18; wir bilden
daher die beiden Formen (65, 8, 1) und (65, 18, 5), welche durch
die Substitutionen (% *}) und (3} 37) in die reducirte Form

+4, 47
(1, 0, 1) iibergehen; die inversen Substitutionen sind (73 ') und
722, und folglich sind die beiden gesuchten Zerlegungen fol-
de: -
gende:

65 = 82 4 12 = 72 + 42,

§. 69.

Alle Formen der Determinante D = —2 bilden ebenfalls
nur eine einzige Classe, da nur eine einzige reducirte Form

(1,0, 2) = 22+ 24?2

vorhanden ist. Wir fragen auch hier wieder nach allen durch

*) Demonstratio theorematis Fermatiani, ommem numerum primum
. formae 4n 1 esse summam duorum quadratorum, Nov. Comm. Petrop.
V.p 8

. 11*
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diese Form darstellbaren wungeraden Zahlen m; die erste Bedin-
gung ist die, dass — 2 quadratischer Rest von m sein muss; dazu
ist erforderlich und hinreichend, dass fiir jede in m aufgehende
(also ungerade) Primzahl p

— 2) -
— ) =41,
G
also p von einer der beiden Formen 8% 4 1 oder 8% 4 3 sei. Um-

gekehrt: sind die simmtlichen g in m aufgehenden Primzahlen p
alle von der Form 8% 4 1 oder 8% 4 3, so hat die Congruenz
21 = —2 (mod. m)
stets 24 incongruente Wurzeln. Ist » ein bestimmter Reprisen-
tant einer solchen Wurzel, und »n? + 2 =ml, soist die Form (m,n,1)
nothwendig der Form (1, 0, 2) dquivalent; man findet daher (nach
§. 66) eine Substitution (» fl), durch welche die letztere in die er-
stere iibergeht; ausser dieser existirt (nach §. 62) nur noch die andere
(= “5) welche dieselbe Eigenschaft hat; es giebt daher zwei ver-
schledene Darstellungen (z, ) und (— x, —y) der Zahl m, die zu
dieser Wurzel geh6ren. Im Ganzen giebt es daher
2 . 24 = 2utl

verschiedene Darstellungen der Zahl m durch die Form (1, 0, 2),

Man erkennt ferner leicht, dass, wenn die beiden Darstellungen
+(x, y) zu der Wurzel n gehoren, entsprechend die beiden Dar-
stellungen + (x,—y) zu der entgegengesetzten Wurzel — n gehoren.
Je vier solche Darstellungen geben eine und dieselbe Zerlegung
der Zahl m in ein Quadrat und ein doppeltes Quadrat; mithin ist
die Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen

= 201

die einzige Ausnahme bildet wieder der Fall, in welchem g = 0,
also m =— 1 ist; denn dann vereinigen sich die zwei verschiedenen
Darstellungen (-|— n ist=—n (mod. 1)) zu der einzigen Zerlegung
1 =1242.02% Der interessanteste specielle Fall ist wieder der,
in welchem g = 1 ist:

Jede Primzahl p von einer der beiden Formen 8h .1 oder
81 4 3 ldsst sich stets und nur auf eine einzige Weise in ein Qua-
drat und ein doppeltes Quadrat zerlegen.

Beispiel 1: Ist m = 41, so ist die Bedingung erfiillt; u ist
= 1; die beiden Wurzeln der Congruenz 2? = — 2 (mod. 41) sind

£+ 11; die Form (41, 11, 3) geht durch die Substitution T4 7s) in
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die Form (1, 0, 2) iiber, diese also riickwirts in jene durch die
Substitution (*{ *}); also ist # = 3, y =— 4, und folglich
41 = 324 2.42
Beispiel 2: Ist m = 33 = 3 . 11, so ist die Bedingung er-
fiillt; p ist == 2, und folglich muss es zwei verschiedene Zerlegun-
-gen geben. Die Wurzeln der Congruenz 2?2 =— 2 (mod. 33) sind
+ 8 und 4 14: wir bilden daher die beiden Formen (33, 8, 2) und
(33, 14, 6), welche resp. durch die Substitutionen

(7o) ma (3333

in die Form (1, 0, 2) iibergehen; die inversen Substitutionen sind
— 0 — 5, —2
(T 2) wa (252

33=12+4+2.42=524+2.22

und folglich ist

§ 70.

Alle Formen der Determinante D ==— 3 bilden zwes Classen,
als deren-Reprisentanten man die reducirten Formen

(1,0,3) = a2+ 37

(2, 1,2) =221+ 22y + 297

annehmen kann; sie sind resp. von der ersten und zweiten Art.
Ungerade Zahlen konnen offenbar nur durch die erstere dargestellt
werden; es sei daher m eine ungerade und der Einfachheit wegen
durch 3 nicht theilbare Zahl; damit sie durch die Form (1, 0, 3)
darstellbar sei, ist erforderlich, dass, wenn p irgend eine in ihr
aufgehende Primzahl ist,

=)+

folglich p von der Form 3% 41 sei. Umgekehrt, sobald diese
Bedingung fiir alle g in m aufgehenden Primzahlen p erfiillt ist,
so hat die Congurenz

, 23=—23 (mod.m)
stets 2¢ incongruente Wurzeln; ist » ein bestimmter Reprisentant

und
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einer solchen, und #? + 8 = ml, so ist die Form (m, n, I) von der
ersten Art (da m ungerade ist) und folglich der Form (1, 0, 3)
dquivalent. Es giebt also (nach §. 62) zwei Substitutionen

(x, é) und (——x,—-—&)
Y, M —Y —N
durch welche die Form (1, 0, 3) in die Form (m, n, 1) iibergeht,
und folglich auch zwei Darstellungen (z, ) und (—ax, —y) der

Zahl m, welche zu dieser Wurzel gehoren. Im Ganzen giebt es
daher

2. 24 = Qu+l

verschiedene Darstellungen einer solchen Zahl m durch die Form
(1, 0, 3), die sich aber wieder auf nur

1, Qutl = gu—1
verschiedene Zerlegungen der Zahl m in ein einfaches und ein
dreifaches Quadrat reduciren (nur auf den Fall g =0, also m=1

passt die letztere Formel wieder nicht). Besonders bemerkenswerth
ist der specielle Fall:

Jede Primzahl von der Torm 3h + 1 ist stets uml nur auf
eine einzige Weise in ein einfaches und ein dreifaches Quadrat
zerlegbar.

Gehen wir nun zu den durch die zweite Form (2, 1, 2) dar-
stellbaren, nothwendig geraden Zahlen iiber; wir beschréinken uns
auf diejenigen von der Form 2m, wo m wieder eine ungerade und
durch 3 nicht theilbare Zahl bedeutet. Dann erkennen wir leicht,
dass der Complex dieser Zahlen m mit dem eben behandelten voll-
stiindig identisch ist. Denn aus der Moglichkeit der Congruenz
#2=— 13 (mod. m) folgt auch die der Congruenz £?=— 3 (mod. 2 m),
und umgekehrt (§. 37), und ausserdem ist die Anzahl der Wurzeln
wieder = 2#. Ist ferner »' ein bestimmter Repriisentant einer
solchen, und #'2? 4 3 = 2ml, so ist die Form (2 m,#',1) nothwendig
von der zweiten Art (denn der mittlere Coefficient »’ ist ungerade,
folglich I gerade) und also gewiss der Form (2, 1, 2) dquivalent;
man kann daher (nach §. 62) sechs verschiedene Transformationen
der letztern Form in die erstere finden, aus welchen folgende sechs
Darstellungen

T@y @ —z—y, @ty —2
entspringen, die alle zu derselben Wurzel »’' gehoren (die sechs
zu der entgegengesetzten Wurzel — ' gehorenden Darstellungen
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entstehen aus diesen durch Vertauschung der ersten darstellenden
Zahl mit der zweiten)*). Im Ganzen existiren daher

6 .24 = 3. 2u+l
verschiedene Darstellungen der Zahl 2m durch die Form (2, 1, 2),
oder, was dasselbe ist, der Zahl m durch die Form 2? + zy + ¢2.
Sieht man je vier zusammengehorige Darstellungen von der Form

@Y, (—z—y), @ 2), (—y, —2)
als nicht wesentlich verschieden an, so ist die Anzahl der wesent-
lich verschiedenen Darstellungen nur noch
= 3 .2u

Fiir eine Primzahl p von der Form 3% +4 1 giebt es daher immer
drei wesentlich verschiedene Darstellungen durch die Form
2?4+ zy + y2

Beispiel: Ist m = 13, so sind » = £+ 7 die Wurzeln der
Congruenz ¢? =—3 (mod. 26) und also auch der Congruenz
#? =—3 (mod. 13). Wir bilden daher die beiden Formen (13,7, 4)
und (26, 7, 2). Sie gehen resp. durch die Substitutionen

—1,—1 0, +1

(2 71) we (L1 Ld)
in die Formen (1,0, 3) und (2, 1, 2) iiber. Die beiden inversen
Substitutionen sind

+1, +1 —47 —1
(5 L0) ma (317
und folglich ist

13 = 1243 (—2)? = (—4)2 + (—4) . 1+ 1%

hieraus findet man leicht die beiden anderen Darstellungen

18 =1424+4.(—3)+(—3)?
—3243.141°

*) Da von den Zahlen #, y, 4 y stets eine und nur eine gerade ist,
50 giebt es unter den sechs zu der Wurzel n’ gehérenden Darstellungen der
Zahl 2 m immer zwei 4 («/, ¥'), in welchen ' gerade ist = 2u; setzt
man ferner &'+ u = t, so geht die Gleichung a'a' + 2’y + ¥’y = m
iiber in ¢ + 3wwu = m, d. h. man erhilt eine Darstellung (¢, u) der Zahl
m durch die Form (1, 0, 3), und zwar gehért diese Darstellung zu derselben
Wurzel #'. Hierin besteht der Zusammenhang zwischen den Darstellurigen
der Zahlen m und 2m resp. durch die Formen (1, 0, 3) und (2, 1, 2).
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g 71.

Als letztes Beispiel wihlen wir die Determinante D = —5;

es giebt swei nicht #quivalente reducirte Formen
(1,0, 5) und (2, 1, 3),

beide sind urspriinglich und von der ersten Art. Wir suchen
wieder das System aller ungeraden und durch 5 nicht theilbaren
Zahlen m zu bestimmen, welche durch diese Formen darstellbar
sind. Die dazu erforderliche Bedingung besteht darin, dass fiir
jede in m aufgehende Primzahl p die Gleichung

TG =)+

Statt finden muss; hieraus folgt (§. 52, II), dass jede solche Prim-
zahl von einer der vier Formen

20n+1, 20 +9, 2043, 20h 4+ 7
sein muss. Ist diese Bedingung erfiillt, und p die Anzahl der
verschiedenen Primzahlen p, so hat die Congruenz
22 =—15 (mod.m)
wieder 2¢ incongruente Wurzeln; ist » ein bestimmter Reprisen-
tant einer solchen, und #? + 5 = ml, so ist die Form (m, »,7) noth-
wendig einer und nur einer der beiden obigen reducirten Formen
dquivalent; es giebt dann jedesmal (nach §.62) zwei Substitutionen,
durch welche diese reducirte Form in (m, n, ) iibergeht, also auch
zwei zu der Wurzel » gehorige Darstellungen der Zahl m durch
diese reducirte Form. Im Ganzen giebt es also
2 . 2 = Qui1 .
Darstellungen einer solchen Zahl durch die obigen reducirten
Formen. Allein es bleibt noch zweifelhaft, durch welche der beiden
reducirten Formen die zu einer bestimmten Wurzel » gehorigen
beiden Darstellungen erfolgen; und eine &hnliche Frage wird jedes-
mal da auftreten, wo es mehrere nicht #quivalente Formen der-
selben Art giebt. In unserm Fall ist es nicht schwierig, diesen
Zweifel zu heben. T
Ist ndimlich die Zahl m darstellbar durch die Form (1, 0, 5),
also z. B. m = 2 + 542, so folgt hieraus m = 2? (mod. 5), d. h.
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m ist quadratischer Rest von 5; ist dagegen die Zahlm darstellbar
durch die zweite Form (2, 1, 3), also z. B. m = 222 4+ 2xy + 3y,
so ist 2m = 2z +y)?+5y? = (22 + y)? (mod. 5), und, da 2
quadratischer Nichtrest von 5 ist, so ist m ebenfalls quadratischer
Nichtrest von 5. Es tritt also hier die besonders einfache Erschei-
nung auf, dass alle Darstellungen einer Zahl entweder nur durch
die Form (1, 0, 5) oder nur durch die Form (2, 1, 3) geschehen, je
nachdem m quadratischer Rest oder Nichtrest von 5, d.h. je nach-
dem m = 4 1, oder = + 2 (mod. 5) ist. Hieraus folgen die spe-
ciellen Sétze:

Jede Primzahl von eciner der beiden Formen 20h + 1, 20k + 9
ist auf vier Arten dwrch die Form (1, 0, 5) darstellbar (welche we-
sentlich nur eine eingige Zerlegung in ein einfaches und ein fiinf-
faches Quadrat bilden); jede Primeahl von einer der beiden Formen
20k 43, 20h 47 ist auf vier Arten durch die Form (2, 1, 3)
darstellbar.

Beispiel 1: Ist m = 29, so sind =413 die beiden Wurzeln

der Congruenz #2 =—1>5 (mod. 29); die hieraus gebildete Form
(29, 13, 6) geht durch die Substitution
<— 1, +1
+2, —3

in die reducirte Form (1, 0, 5) iiber; durch Umkehrung dieser Sub-
stitution erhdlt man die Zerlegung

29 = 3245 .22

Beispiel 2: Fir m = 27 findet man » = 1 7; die beiden
entsprechenden Formen (27,7,2) und (27, — 7, 2) gehen beziiglich
durch die Substitutionen

(LX) wa (23)

in die reducirte Form (2, 1, 3) iiber; durch Umkehrung derselben
erhilt man daher die vier Darstellungen

27 =2 (T4 4+2(F4) (£ +3 & 1)
27 =2 (£3)2+2(£3) D) +3 (E1)?

von denen die beiden ersteren zu der Wurzel —|— 7, die beiden letz-
teren zu der Wurzel — 7 gehoren.

.
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§. 72.

Wir wenden uns nun zu den Formen mit positiver Determi-
nante D, um auch fiir sie die Hauptprobleme der Theorie der
Aequivalenz zu losen. Das zweite Problem (8. 59), aus einer Trans-
formation einer Form in eine zweite alle Transformationen der
erstern in die letztere zu finden, ist durch unsere frithere Unter-
suchung (§. 62) auf die Aufgabe zuriickgefiihrt, alle gapzzahligen
Auflésungen der Gleichung

— Du? = a?

zu finden. Dieselbe ist fiir positive Determinanten bei weitem
schwieriger zu losen, 4als fiir negative. Dasselbe gilt von dem
ersten Hauptproblem: zu erkennen, ob zwei Formen von gleicher
Determinante #quivalent sind oder nicht. Wir schlagen zur Lo-
sung desselben einen ganz andern Weg ein, wie frither bei nega-
tiven Determinanten, einen Weg, der aber zugleich die Mittel
an die Hand geben wird, auch die obige Gleichung vollstandig
aufzuldsen. *)

Das Charakteristische dieser Methode besteht darin, dass
wir auch érrationale Grossen in den Kreis unserer Betrachtungen
ziehen. Ist némlich (a, b, ¢) oder

ax?+ 2bxy + cy?

eine Form, deren Determinante 52— ac¢ = D positiv ist, so hat
die entsprechende quadratische Gleichung
a+2bw+co?t=20

- zwei_reelle Wurzeln
iy % AR 4—. VD a

"@} WO = =5 E VD
die wir, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen
wird, als die erste oder zweite Wurzel der Form (a,b, c) bezeichnen
und von einander unferscheiden wollen, indem wir ein fiir alle
Mal festsetzen, dass das Zeichen VD stets die positive Quadrat-
wurzel aus der Determinante bedeuten soll. Durch die Coeffi-
cienten der Form (g, b, c) ist also jede ihrer beiden M]n voll-
stindig, ohne Zwe"aéﬁt'gl'i“it bestimmt. Aber umgekehrt 1st auch
jede Form (a, b, c) der Determinante D durch An ngabe_einer. ihrer

*) Lejeune Dirichlet: Vereinfachung der Theorie der bimdren qua-
dratischen Formen von positiver Determo'nazzte {Berliner Akad. 1854).
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Waurzeln vollstiindig cl charakterisirt, in der Weise, dass zwei Formen
(@5, ¢) und (o ¥, ¢) ‘derselben Determinante D nothwendig iden-
tisch sind, sobald sie gleiche erste, oder gleiche zweite Wurzeln
haben; denn aus der Gleichung
—bVFVD —bFVD
c! - ¢ k)

worin entweder die beiden oberen, oder die beiden unteren Zeichen
zu nehmen sind, ergiebt sich in Folge der Irrationalitit von V.D
zunichst ¢ = ¢, und dann &' = b, also auch ¢’ = a.

Im Folgenden nennen wir zwei Wurzeln @, o' zweier Formen
resp. (a, b, ¢), (&', ', ¢) gleichnamig, wenn beide erste, oder beide
zweite Wurzeln sind, ungleichnamig dagegen, wenn die eine die
erste, die andere die zweite Wurzel ist. Wir konnen dann das
eben erhaltene Resultat auch so aussprechen: Wenn zwei Formen
dieselbe (positive) Determinante besitzen, und wenn eine Wursel
der einen Form mit der gleichnamigen Wurzel der andern Form
iibereinstimmt, so sind beide Formen identisch.

§. 73.

Wir wollen nun annehmen, es seien (a, b, ¢) und (&', ¥, ¢')
zwel dquivalente Formen, und zwar wollen wir fiir einen Augen-
blick die uneigentliche Aequivalenz nicht ausschliessen, weil da-
durch der Nerv der Betrachtung deutlicher hervortritt. Es sei
(5 8) eine Substitution, durch welche (a, b, ¢) in (d', ', ¢') iiber-
geht, also

0d—py —¢e¢=-4+1.
- xr )
Da durch diese Substitution 6 /4 4} + -
x = oz + By, y = ya' + 9y “/,/t)..~
identisch 2/ U
, ax? +2bxy +cy? = a' 2’2+ 20 2y +c'y”Mc¢’éL
wird, so leuchtet ein, dass vermdge der Formeln o (., Z«i / ?f‘
+6m m,__——y—l—ocm // /
a+ﬂa7” T d—Be N o g
aus einer Wurzel o' der Form (o', ¥', ¢’) eine Wurzel @ der Form
(a, b, ¢) gefunden wertlen kann, und umgekehrt; denn die Wurzeln

. . o, Vo YV B L N A
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dieser Formen sind ja die Werthe der Verhiltnisse y:z und y': &/,
fiir welche die Formen verschwinden. Aber es fragt sich vor allen
Dingen, ob zwei so verbundene Wurzeln & und @' gleichnamig
sind, oder nicht. Da nun -

ist, so folgt 6
y_ ye—oa(—bFVD)  bateytaVD
T —0¢+B(—0FVD) T —bB—cdFXpVD’
machen wir den Nenner rational, indem wir den Bruch durch
— b8 —c¢d+ B VD erweitern und beriicksichtigen, dass
aaf +b(ad + fy) +cyd =1
af2+ 20404 cd? =¢
ist, so ergiebt sich

@

wgzzi%ﬂﬂ.
\‘———_—“"“ﬁ-—m

Wir haben daher folgendes Resultat erhalten: Wenn ecine Form
(a, b, ¢) durch eine Substitution (5. %) in eine dquivalente Form
(a', b', ) iibergeht, so st je eine Wurzel @ der erstern mit je einer
Wurzel o' der letztern Form durch die Relation
_71—{—-301' ) —?+oaw

w_lx-!—ﬁm” o= 0—fw
verbunden; und zwar bilden o, o' ein Paar gleichnamiger oder un-
gleichnamiger Wurzeln der beiden Formen, je nachdem die Substi-
tution eine eigentliche oder uneigentliche ist.

Wir schliessen von jetzt an uneigentliche Aequivalenz und
uneigentliche Substitutionen ginzlich aus; es sind dann also stets
zwei gleichnamige Wurzeln der beiden dquivalenten Formen in der
angegebenen Weise mit einander verbunden. Dieser Satz ldsst
sich in folgender Weise umkehren:

Wenn swei Formen (a, b, c), (¢, b', ¢') dieselbe Determinante
haben, und wenn zwei gleichnamige Wurzeln @ und o' derselben
durch die Qleichung

_ v+

—atpBo

verbunden sind, in welcher die vier ganzen Zohlen o, 8, y, 0 der
Gleichung

(1)
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wd—py =1
gendigen, so sind die beiden Formen dquivalent, und z2war geht die
erstere durch die Substitution (% 5) in die letztere diber.
Denn durch diese Substitution geht (a, b, ¢) in eine dquiva-
lente Form (a”, 5", ¢") iiber, und bezeichnet man mit &” ihre mit
@ gleichnamige Wurzel, so ist nach dem eben bewiesenen Satze

"
0 = “Z—-——_tzzf,, und folglich &' = "

da ferner der Voraussetzung nach o' mit @, folglich auch mit e”
gleichnamig ist, und da endlich (&, ¥, ¢') dieselbe Determinante
wie (a, b, ¢), und folglich auch wie (a”, ", ¢”) hat, so ist zufolge
der Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen (o, &', ¢’) identisch
mit (a”, 8", ¢”), d. h. (@, b, ¢) geht durch die obige Substitution in
(o, ¥, ) iiber.

Von besonderer Wichtigkeit fiir das Folgende ist die Betrach-
tung zweier benachbarien Formen (a,b,¢/) und (o', ', a "),Mm welchen
der Definition zufolge (§. 63) 63) die Summe b +5" éfurch o' theilbar,
also b + &' = — a'9 ist, und von welchen die ersterein die letztere
durch die Substitution (_1‘); ) tibergeht. Die gleichnamigen Wur-

zeln & und @' dieser beiden Formen héngen durch die Gleichungen

1, 1
©=0—c5 @ =50

zusammen.

§. 74.

Auch bei positiven Determinanten vergleicht man zwei For-
men, deren Aequivalenz beurtheilt werden soll, nicht unmittelbar
mit einander, sondern man transformirt jede von ihnen in eine
sogenannte reducwte\*j Form; der Begriff einer solchen ist aber
hier wesentlich verschieden von demjenigen, welcher frither (§. 64)
fiir negative Determinanten aufgestellt ist.

Eine Form (a, b, ¢) von positiver Determinante D heisst eine
reducirte Form, wenn, abgesehen vom Zeichen, thre erste Wurzel

*) Gauss: D. A. art. 1 3.
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— b —VD

>1
¢ b

oY

thre zweite Wurzel

:”_JrLD<1

ist, und wenn ausserdem beide Wurzeln In_entgegengesetzte Zeichen
haben. T

Ziehen wir zuniichst einige Folgerungen aus dieser Erklirung.
Da die erste Wurzel numerisch grosser als die zweite, also auch
die Summe der beiden Grossen b und V. numerisch grosser als
ihre Differenz sein soll, so muss, da V.D positiv ist, auch b positiv
sein (nicht = 0); da ferner die beiden Wurzeln entgegengesetzte
Zeichen haben, so gilt dasselbe auch von den beiden Grossen

—@®+VD) wd —b+VD;
und da die erstere gewiss negativ ist, so muss die letztere positiv
sein; es ist daher

0<b<VD.

Bezeichnen wir ferner mit (c) wieder den absoluten Werth
des Coefficienten ¢, so muss also im algebraischen Sinne (d. h. mit
Riicksicht auf die Vorzeichen)

w >1 und 0 < —_b___'—_.@
(0 (c)

d. h. es muss-

< 1,

0<VD—b<()<¥VD+Db

sein; und umgekehrt leuchtet ein, dass jede Form (a, b, ¢), deren
Coefficienten diesen letzteren Ungleichungen geniigen, sicher eine
reducirte Form ist, weil aus ihnen riickwirts die urspriinglichen
Bedingungen sich ableiten lassen.

Aus der Definition ergeben sich noch weitere Folgerungen.
Da D =??—ac und b2 < D ist, so miissen ¢ und ¢ entgegen-
gesetzte Zeichen haben; da ferner die erste Wurzel und ¢ eben-
falls entgegengesetzte Zeichen haben, so hat die erste Wurzel
dasselbe Vorzeichen wie der erste COefﬁment y_der Form. Nun
hat ferner die zweite Wurzel das entgegengesetzte Zeichen der
ersten Wurzel, also dasselbe Vorzeichen wie der dritte Coefficient
¢ der Form, was sich unmittelbar auch daraus ergiebt, dass VD—- b
positiv ist.
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Fiir den absoluten Werth des ersten Coefficienten a gelten
dieselben Bedingungen, wie fiir den von ¢; denn da

D = b2+ (a) (c),

also
(VD +b) (VD—b)

= ©

ist, so ergiebt sich aus den Bedingungen
YDib 1, 0< ¥D—b 1,

(¢) (c

dass
(@) > VD —b, und (a) < VD +0

ist ). e e

Fiir das Folgende ist noch der specielle Fall bemerkenswerth,
in welchem

VD—(a) < b < VD und (¢) = (a)
ist; aus diesen Bedingungen kann man nimlich stets schliessen,
dass die Form (q, b, ¢) reducirt ist, obwohl die Umkehrung nicht
gestattet ist. In der That, giebt man diesen Bedingungen die
Form
0<VD—b < (@) = (o)
so ergiebt sich zunichst, dass die zweite Wurzel
—b04+ VD
¢
numerisch < 1, ferner dass die erste Wurzel
—b—VD a
c T VD—9
numerisch > 1 ist. Hieraus folgt weiter, wie oben, dass & positiv
ist, weil V.D + b numerisch grosser als V.D—b ist; und folglich
haben, da ausserdem b < VD ist, beide Wurzeln entgegengesetzte
Zeichen. Also ist die Form gewiss eine reducirte.

*) Dasselbe ergiebt sich unmittelbar daraus, dass die erste Wurzel einer
Form (a, b, ¢) der reciproke Werth der zweiten Wurzel ihres Gefihrten
(¢, b, a) ist; mithin sind entweder beide Formen reducirt, oder beide nicht
reducirt.
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§. 75.

Aus der Erklidrung einer reducirten Form ergiebt sich ferner
der folgende wichtige Satz*) (vergl. §. 67):

Fiir jede positive Determinante giebt es nur eine endliche An-
zahl reducirter Formen.

Denn, bezeichnen wir mit 4 die grésste ganze in VD enthal-
tene Zahl, so dass A < VD < 44+ 1 und also A mindestens — 1
ist, so kann der mittlere Coefficient b einer reducirten Form (a, b, ¢)
nur die A verschiedenen Werthe 1, 2...4 haben; fiir jeden dieser
Werthe von & ist D —0? = (a) (¢) auf alle mogliche Arten in zwei
Factoren zu zerlegen, welche zwischen 4 — % und 4 4+ 1 + & exclu-
sive (oder zwischen 4 4 1—5 und 4 + b inclusive) liegen; je zwei
solchen Factoren ¢ und ¢ hat man entgegengesetzte Zeichen zu
geben, und man muss sie permutiren, wenn sie ungleich sind. Dann
sind aber wirklich alle reducirten Formen gefunden, und es giebt
deren offenbar nur eine endliche Anzahl.

Beispiel 1: Ist D = 13, so ist 4 = 3; wir haben daher fol-
gende Fille und Z erlegungen

—=1; 12=3.4
b=2; 9=3.3
b=3; 4=—1.4=2.9
und diese liefern die folgenden 12 reducirten Formen:
(E3LF4, (E L3 T4, (32 F3),
(£4,1,T3), (E£43T1), (*23TF2)
Beispiel 2: Fiir D = 19 ist A—=4; wir bilden daher folgende

Tabelle:
. b =1; 18 giebt keine Zerlegung;

b=2; 15=3.5;
b=3; 10=2.5;
b—4; 8=1.3;
hieraus ergeben sich folgende 12 reducirte Formen:
(E3,2,F5), (2,3 F5), (k1,4 F3),
(5,2 F3), (£53F2) (k3,47F D

*) Gauss: D. A. art. 185.
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Beispiel 3: Fiir D = 35 ist A = b5; also bilden wir die Ta-
belle

b =1; 34 giebt keine Zerlegung;

b=2; 31 , ” ”
b;3; 26 , ” ”
b=4; 19 , , "

b=25; 10=1.10 = 2 . b;
wir erhalten daher 8 reducirte Formen:
(£ 1,5 F 10), (&2, 5, F 5);
(+ 10, 5, F 1), (+ 5, 5, F 2).
Beispiel 4: Tiir D = 79 ist 2 = 8; wir bilden dahel folgende
Tabelle:
b = 1; 78 giebt keine Zerlegung;
b=2;7% , ” ”
bh=3;70="7.10;
b=4;63=7.9;
b=2>5;54=26.9;
b = 6; 43 giebt keine Zerlegung;
b=17;30=2.15=3.10=5. 6;
b=28;15=1.15=3.5;
wir erhalten daher 32 reducirte Formen:
7.3, F 10), (7,4, F 9, (6,5 F9), (+2,7, T 15),
Ch 3 1 F 10) (5,7, F 6), (18, F 19) (£ 3,8, F )
und
(10,3, F 7). (+94F7, & 95 F6), (F 157, F2),«
(10,7, F 3), (£ 6,7, F 5), (£ 15,8 F 1), (£ 5,8, F 3).

§. 6.

Aehnlich wie bei negativen Determinanten (§. 64) beweisen
wir auch die Richtigkeit des folgenden Satzes™):

Jede Form wvon positiver Determinante ist einer. reduczrten
Form dquivalent.

Bezeichnen wirglie gegebene Form von positiver Determinante

*) Gauss: D. A. art. 185
Dirichlet, Zahlentheorie. 12
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D mit (a, b, &'), so suchen wir eine ihr nach rechts benachbarte
Form (o, %', @) so zu bestimmen, dass

VD —(a) <V < VD
wird. Da zufolge der Erkldrung einer benachbarten Form der
mittlere Coefficient »’ jeden Werth erhalten kann, welcher = — b
(mod. ') ist, und keinen andern, so fragt sich nur, ob zwischen
den Grenzen VD — (/) und VD stets ein solcher Werth existirt;
dies ist offenbar der Fall, da die simmtlichen zwischen diesen bei-
den Grenzen enthaltenen ganzen Zahlen

At+1—(d), A+2—(@)...4—1, 4
ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modulus o' bilden;
aus demselben Grunde ergiebt sich, dass nur eine einzige solche
Zahl b’ existirt. Nachdem 3’ — — b —a’ 0 bestimmt ist, geht die
Form (a, b, ) durch die Substitution (_J}) in die benachbarte
Form («/, o', ") iiber, deren Coefficienten af, &' der obigen Be-
dingung Geniige leisten. Findet sich nun, dass zu gleicher Zeit
(a") = (a') wird, so ist nach dem am bchlusse des §. 74 besonders
hervorgehobenen speciellen Fall die gefundene Form (a/, ¥, a”)
eine reducirte. Ist dagegen
(@) > (a"),

so verfahre man mit der gefundenen Form (a’, %', a”) genau so wie
mit der gegebenen Form, d. h. man bilde die ihr nach rechts be-
nachbarte Form (a”, ", ¢’'"), in welcher

VD—(a") <¥' < VD
ist, und welche gewiss eine reducirte ist, wenn (@) = (a”) ist.
Sollte aber wieder

((I;N) > (alll)

sein, so setze man denselben Process in derselben Weise fort; da
unter einer gegebenen positiven Zahl (¢') nur eine endliche An-
zahl von ganzen positiven Zahlen liegt, so muss man nach einer
endlichen Anzahl von Transformationen durchaus zu einer Form
(am, b, a=+V), in welcher sowohl

VD —(a™) < b™ < VD

(atr+D) = (a™)

ist, also zu einer reducirten Form gelangen, yas zu beweisen war.
Es ¥erdient bemerkt.#m werden, dass bei diesem Process nicht
gerade erst die letzte Form eine reducirte zu sein braucht, denn

als a




Quadratische Formen. 179

es giebt reducirte Formen, in welchen die Bedingungen des be-
sondern hier benutzten speciellen Falles nicht erfiillt sind. Von
grosserer Wichtigkeit ist es aber, besonders darauf aufmerksam zu
machen, dass durch den angegebenen Process auch jedes Mal eine
Substitution gefunden wird, durch welche die gegebene Form in
die reducirte Form iibergeht, und zwar erhélt man diese Substi-
tution durch Composition der successiven Substitutionen, welche
in*dem Processe auftreten. Der Algorithmus selbst ist durchaus
nicht beschwerlich (vergl. §. 64), wie folgende Beispiele zeigen.

Beispiel 1: Die Form (4, 6, 7) hat die Determinante D — 8;
es ist also A = 2. Unter den Zahlen

—4, —3, —2, —1,0, 1, 2

ist ' = 1= — 6 (mod. 7); dies giebt die benachbarte Form
(7, 1, — 1), welche noch nicht reducirt ist. Da (a”) =1 ist, so
ist b = 4 = 2, und folglich erh#lt man die benachbarte Form
(—1, 2, 4), welche wirklich reducirt ist. Durch die Substitution
o) ()= £ geht die gegebene Form in die gefurtdene
iiber.

Beispiel 2: Die Form (713, 60, 5) hat die Determinante
D = 35; man findet nach der angegebenen Methode die nach
rechts benachbarte Form (5, 5, — 2), und zu dieser wieder die Form
(—2, 5, 5), in welcher deg.Jetzte Coefficient-in der That grosser ist
als der erste. In diesem Beispiel ist aber auch schon die vorher-
gehende Form (5, 5, —2) reducirt. Die gegebene Form geht durch
die Substitution (_9 *,3) in (5, 5, — 2) und durch die Substitution

(-0 13 (235 =0 £et) in (—2, 5, B) iiber.

Beispiel 3: Die Form (62, 95, 145), deren Determinante
D = 35, geht durch die folgenden successiven Substitutionen

( 0,1) < 0,1) ( 0,1 ( 0,1)
—1,0)"\—1,2/)"\—1,2)" \—1, 4
successive in die Formen

(145, — 95, 62), (62, —29, 13), (13,3, —2), (—2,5,5)
iiber, von denen erst die letzte reducirt ist; die Zusammensetzung
dieser Substitutionen giebt die Substitution (73 *'7), durch' welche
(62, 95, 145) in (— 2, 5, 5) iibergeht.
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8. 77.

Nachdem in den beiden vorhergehenden Paragraphen dar-
gethan ist, dass jede Form von positiver Determinante einer re-
ducirten Form &quivalent ist, und dass nur eine endliche Anzahl
von reducirten Formen fiir jede gegebene Determinante existirt,
so folgt hieraus unmittelbar:

Die Anzahl der Classen wicht dquivalenter Formen von posi-
tiver Determinante ist stets endlich.

Allein es bleibt noch die Hauptfrage zu beantworten, ob zwei
nicht identische reducirte Formen derselben Determinante einander
fiquivalent sein kénnen; denn erst dann haben wir (wiein §§. 65, 66
fiir negative Determinanten) die Mittel gewonnen, um iiber die
Aequivalenz von zwei gegebenen Formen derselben positiven De-
terminante entscheiden zu koénnen. Diese Untersuchung stosst bei
positiven Determinanten auf bedeutende Schwierigkeiten, da in
der That immer mehrere nicht identische und doch #quivalente
reducirte Formen existiren.

Um einen sichern Boden fiir diese Untersuchung zu gewinnen,
stellen wir zunfichst die bestimmte Frage*):

Kann eine reducirte Form (a, b, o) eine ihy nach rechts be-
nachbarte Form (a', V', a'") haben, welche ebenfalls reducirt ist?

Nehmen wir einmal an, dies sei moglich, und es sei (_?;},n
die Substitution,edurch welche die reducirte Form (a, b, &) in die
ebenfalls reducirte Form (a', ¥', ¢") iibergeht. Sind dann @ und
o' zwei gleichnamige Wurzeln der ersten und der zweiten Form,
so hiingen diese (nach §. 73) durch die Gleichungen

. L, 1
0 =0—Cpy e = 0— o
mit einander zusammen. Wir wollen der Einfachheit halber fest-
setzen, dass @ und o’ die beiden ersten Wurzeln der beiden Formen
bedeuten (obgleich dieselbe Relation auch zwischen den beiden
zweiten Wurzeln Statt findet). Da in einer reducirten Form die
beiden dusseren Coefficienten entgegengesetzte Zeichen haben, und
die erste Wurzel stets das Zeichen des ersten Coefficienten besitat,
so haben die beiden unechten Briiche @ und @' beziiglich die Vor-
zeichen von a und o', alsosentgegengesetzte Vorzeichen, da der erste

*) Gauss: D. A. art. 184,
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Coefficient ¢’ der zweiten Form zugleich der letzte Coefficient der
ersten Form ist. Zufolge der obigen Relationen muss daher o — ¢
ein echter Bruch sein von gleichem Vorzeichen wie @; es muss da-
her 8 diejenige vollstindig bestimmte ganze Zahl sein, welche dem
absoluten Werth nach nichst kleiner als @ ist und dem Vorzeichen
nach mit o iibereinstimmt. Wir schliessen hieraus, dass eine redu-
cirte Form (a,b,a’) hochstens eine einzige nach rechts benachbarte
Form (&, ¥', ") hat, welche ebenfalls reducirt ist.

Abher es existirt auch wirklich immer eine solche der reducir-
ten Form (a, b, ') nach rechts benachbarte und reducirte Form
(', ¥, &"). Denn es sei @ die erste Wurzel der reducirten Form
(a, b, @), also ein unechter Bruch, dessen Vorzeichen mit dem
von « iibereinstimmt; so wihle man die ganze Zahl 0 so, dass ihr’
absoluter Werth (0) die grisste ganze in (o) enthaltene ganze Zahl
(also nie = 0) wird, und gebe 0 das Vorzeichen von e; dann geht
die gegebene Form (a, b, ') durch die so bestimmte Substitution
(_j; ,‘,) in eine henachbarte Form (a/,%',a'") iiber, deren erste Wurzel

o = L
00—
ein unechter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von o und ¢ ent-
gegengesetzt ist und also mit dem von «' iibereinstimmt. Bezeich-
nen wir nun mit @; und o'; die beiden zweiten Wurzeln, so besteht
zwischen ihnen dieselbe Relation
! 1 .
0, = §— @, )
da nun ®, ein echter Bruch ist, dessen Vor?hen dem von ®,
und also ‘auch dem von d entgegengesetzt, und da d eine von Null
verschiedene ganze Zahl ‘ist, so folgt, dass d — w; ein unechter
Bruch, und also @'; ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen mit
dem von 0, @ und ¢ iibereinstimmt, also dem von @’ und o’ ent-
gegengesetzt ist. Es ist also bewiesen, dass die beiden Wurzeln
® und ©'; der neuen Form (d/, ¥', a’’) entgegengesetzte Zeichen
haben, ferner dass die erste @' ein unechter, die zweite o', ein
echter Bruch ist; folglich ist diese Form in der That eine reducirte,
was zu beweisen war.

Jede reducirte Form hat daher eine und nur eine nach rechts
benachbarte Form, welche ebenfalls reducirt ist, und diese kann auf
die angegebene Weise immer leicht gefynden werden.

(renau ebenso liesse sich nun auch beweisen,’ dass jede redu-



182 Vierter Abschnitt.

cirte Form eine und nur eine nach links benachbarte reducirte
Form besitzt. Doch ist es bequemer, diesen Fall auf den eben be-
handelten durch die einleuchtende Bemerkung (§. 74 Anm.) zuriick-
zufithren, dass die beiden Formen (a,b,a') und (¢',b, @) gleichzeitig
reducirte, oder gleichzeitig nicht reducirte Formen sind. Wenn
nun die reducirte Form (¢, b, @) eine nach links benachbarte und
ebenfalls reducirte Form (', 'b, a) besitzt, so hat die reducirte
Form (a¢/, b, a) die nach rechts benachbarte Form (a, ‘b, ‘a),
welche ebenfalls reducirt ist; und umgekehrt, sobald die Form
(a, 'b, 'a) der reducirten Form (', b, @) nach rechts benachbart
und zugleich reducirt ist, so ist die Form ('«, '6, ) ebenfalls redu-
cirt und der Form (¢, b, ¢’) nach links benachbart. Da wir nun
gesehen haben, dass eine reducirte Form (', b, @) immer eine und
nur eine nach rechts benachbarte reducirte Form (a, b, '«) hat,
so folgt:

Jede reducirte Form (a, b, ') besitzt stets eine und wur eine
nach links benachbarte reducirte Form ('a, 'b, a).

Ed

§ 78.

Aus den soeben bewiesenen Sétzen iiber die nach rechts und
links benachbarten reducirten Formen ergiebt sich, dass man
simmitliche reducirte Formen einer positiven Determinante D in
Perioden™) eint n kann, die auf folgende Weise zu bilden sind.
Man wihle irgen{ggpine redu01rte Form goo und bilde die nach rechts
und links fortgesetzte Reihe

c P2y Py, Poy P15 P2 ...
der successiven nach rechts und nach links benachbarten redu-
cirten Formen, welche durch das eine Glied ¢, vollstindig be-
stimmt sind. Da es nur cine endliche Anzahl von reducirten
Formen der Determinante D giebt, und die ersten Coefficienten
zweier auf einander folgenden Formen stets entgegengesetzte
Zeichen haben, so muss einmal aufeine Form g, dieser Reihe nach
einer geraden Anzahl 2% von Gliedern eine mit ¢, identische
Form Pt 2n folgen; und da eine Form ¢, oder s, nur eine

R
*) @Qauss: D. A. art. 186,
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einzige nach rechts, und nur eine einzige nach links benachbarte
reducirte Form besitzt, so miissen auch die beiden Formen Pus1
und Pu414205 €benso die beiden Formen Pu—1 und Pu—1420, und
also auch allgemein je zwei Formen dleser Reihe 1_dent1sch sein,
deren Indice§ dieselbe Differenz 2 haben. In der ganzen Reihe
sind daher hochstens 2# verschiedene Formen

‘Po, (pla % . ¢2n——27 ‘n—l;
und diese werden in der That alle von einander verschieden sein,
wenn keine der Formen g¢,, Py - - q)z,,_z mit,_g, identisch ist;
denn wiren @, und @, sy zwei identische Formen, so miisste
auch @gy mit @, identisch sein. Nehmen wir also an, dass 2n
die Anzahl der wirklich verschiedenen Formen dieser Reihe ist,
so besteht dieselbe aus einer nach beiden Seiten sich unendlich oft
periodisch wiederholenden Folge dieser 2% Formen; je zwei Formen .
¢y und @,, deren Indices eine durch 2# theilbare Differenz y— v
haben, sind identisch; und umgekehrt, sind die Formen Pu und
@, identisch, so ist ¢ = v (mod. 2 »).

Es kann nun sein, dass diese 2n Formen alle reducirten For-
men der Determinante D erschopfen; aber es ist auch moglich,
dass ausser ihnen noch andere reducirte Formen derselben Deter-
minante existiren. Im letztern Fall sei ¢, eine solche, in der obi-
gen Periode nicht enthaltene reducirte Form, so entspricht ihr
ebenso eine Periode von 2m unter einander verschiedenen Formen

¢0a 1111, 1”2 LA 7/)2m—-27 ¢2m—l;
alle diese Formen der zweiten Periode werden auch von denen der
ersten verschieden sein; denn bestissen beide Perioden eine ge-
meinschaftliche Form, so wiiren beide Reihen vollstiindig identisch,
da von dieser gemeinschaftlichen Form aus die Reihe nur auf gine
einzige Weise nach rechts und links fortgesetzt werden kann.

In derselben Weise kann man fortfahren, bis endlich alle re-
ducirten Formen in verschiedene Perioden eingetheilt sind; die An-
zahl der Perioden ist nothwendlg’eme endliche; die Anzahl der
Glieder kann in verschiedenen Perioden verschieden sein, jeden-
falls ist sie stets gerade *).

*) Von besonderem Interesse sind noch folgende Bemerkungen (Gauss:
D. A, artt. 187, 194). Wemn (a, b, c¢) eine reducirte Form ist, so gilt Das-
selbe von ihrem Gefihrten (c, b, a) (§. 74); sind die Perioden dieser beiden
Formen entwickelt, und die belden Formen selbst nach den Plitzen, wel
sie in diesen Perioden einnehmen, mit gy und vy bezeichnet, so leuchtet
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Beispiel 1: Wir haben (§. 75) das System der reducirten
Formen fiir die Determinante D — 13 aufgestellt; nehmen wir
z. B. fiir @y die Form (3, 1, —4), so erhalten wir folgende Periode
von zehn Formen

P =G, 1,—4); ¢ = (—4, 3, 1);,
P2 = (1,3, —4); @3 = (—4, 1, 3);
@y = (3,2, —3); 95 = (—3, 1, 4);
e = (4,3, —1); 9; = (— 1, 3, 4);
ps = (4,1, —3); @y = (—3, 2, 3).

ein, dass auch gu41 und yy—1, allgemeiner je zweiFormen gu4n und yy—p
R Gefiihrten sind, wo % jede helichige ganze Zahl bedeutet. Hicraus geht her-
“«¥gr, dass beide Perioden aus gleich vielen Gliedern bestehen werden.

"+ Es ist nun moglich, dass beide Perioden identisch sind, dass also yy
selbst ein Glied in der Periode der Form ¢y ist; und dann wird offenbar
der Gefahrte einer jeden Form dieser Periode ein Glied derselben Periode
sein. Ist nun ¢, der Gefihrte von ¢, so ist; weil die &usseren Coefficienten
einer reducirten Form entgegengesetzte Vorzeichen, und ausserdem die ersten
Coefficienten der auf einander folgenden Formen abwechselnde Vorzeichen
haben, nothwendig » ungerade = 2m —1; da nun ¢ und g@om—1 Gefahrten
sind, so gilt Dasselbe von ¢, und ¢om—1—a, also auch von ¢y und @m—1, und
ebenso, wenn 27 die Anzahl der Glieder der Periode bedeutet, von gm4n
und @m—1—n = @m4n—1; bezeichnet man daber irgend eine der beiden For-
men @m oder @gmiyn mit (4, B, C), so ist die ihr nach links benachbarte
Form identisch mit (C, B, 4), und folglich ist 2B = 0 (mod. 4), d. h.
@m und @min sind ambige Formen; und sie sind verschieden, weil m nicht
= m+4 n (mod. 2n) ist.

Umgekehrt, ist in einer Periode eine ambige Form (4, B, C) enthalten,
so ist ihr linker Nachbar ihr Gefihrte (C, B, 4), und folglich findet sich in
derselben Periode noch eine zweite ambige Form. Ausser diesen beiden
ambigen Formen ¢, und gmin giebt es aber keine andere ambige Form in
derselben Periode; denn, wenn gs eine ambige Form ist, 8o sind @s— und
¢s, und folglich auch g@os—1 und ¢, Gefihrten; mithin ist g@as—1 identisch
mit gam—1, folglich 2s = 2m (mod. 2n), also s = m, oder s = m-+ n
(mod. 2n). .

Dieser Fall kann offenbar nur bei der Periode einer solchen Form ein-
treten (§§. 56, 58), welche ihrem Gefihrten eigentlich und folglich sich
selbst uneigentlich dquivalent ist, d. h. wenn die Form einer sogenannten
ambigen Classe angehort. Dass umgekehrt jedes Mal, wenn diese Bedingung
erfilllt ist, die Periode der Form auch ihren Gi#fihmten und folglich zwei
ambige Formen enthalten muss, ist eine unmittelb##€¥Folge des weiter unten
(§: 82) bewiesencn Hauptsatzes dieser ganzen Theerie. — Man vergleiche die
Beispiele im Text.
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Diese Rechnung geschieht am einfachsten auf folgende Art;
um aus der reducirten Form (a, b, «') die ihr nach rechts benach-
barte reducirte Form (¢, ¥', ") zu finden, braucht man nur ihren
mittlern Coefficienten 4’ zu suchen, welcher durch die Bedingung
V) = —b—a'0 = —b (mod. ¢') und die Nebenbedingungen

A1 —(@)=b <1

stets vollstindig bestimmt ist und durch den blossen Anblick der
Form sogleich erkannt wird. In unserm Fall ist 4 — 3; man
findet daher den mittlern Coefficienten &’ der Form ¢; durch die
Bedingungen

V=—1(mod 4), 00 <3,
ndamlich ' = 3. Und nachdem so & und 6 =1 gefunden smd
ergiebt sich .

2 hogs
a”*b 7 D—a-{—(b—-b)@ =

also in unserm Kall ¢ = 1. In derselben Weise ist fortzufahren,
bis die erste Form ¢, sich reproducirt; in unserm Beispiel wird
der mittlere Coefficient von ¢y dadurch bestimmt, dass er = — 2
(mod. 3) sein, und ausserdem nicht ausserhalb der Grenzen 1 und
3 liegen muss, woraus folgt, dass er = 1 ist; also wird ¢,, iden-
tisch mit @,.

Die so gefundenen zehn urspriinglichen Formen der ersten
Art erschipfen aber noch nicht alle reducirten Formen der De-
terminante 13; es bleiben noch zwei urspriingliche Formen der
zweiten Art iibrig o

¢0=(2 3_2)) 11’1“—‘(*‘2 3 )7
welche offenbar noch eine zweite Perlode bilden.

Beispiel 2: Fiir D = 19 erhalten wu folgende zwei Perioden,
jede von sechs Gliedern:

Po = (37 2’ —5)) P = ('_ 57 3, 2)
Py = (2? 37 —5)2 Q; = (_57 27 3)
q)4:(31 4’—1)) (P5=(—1, 4, 3)

und
Yo Y, = (5 3, —2)
L) Py = (5a 2, — 3)
Yy = Y = (1, 4, _‘3)
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Beispiel 3: Fir D = 35 erhiilt man folgende vier Perioden,
jede von zwei Gliedern:
Po = ( 1, 5, ""10)7 P = (—10, 5, 1)
'4’03': (10, 5, — l)a Py = ('—' 1, 5, 10)
w=02%5=25), pn =(—55 2)
O = (55 —2), 6 =(— 2,5, 5).
Beispiel 4: Die 32 reducirten Formen der Determinante
D = 79 zerfallen in vier Perioden von je sechs Gliedern und zwei
Perioden von je vier Gliedern; eine der sechsgliedrigen Perioden
ist folgende:
T Qo = (¥, 3, —10); @, = (—10,7, 3)
Py = (37 8, — 5)7 Ps = (_ 5, 7, 6)
Py = (67 5, — 9)3 P5 — (— 9, 4, 7)’

“aus ihr entstehen die drei anderen durch Vertauschung der dusseren
Cosfficienten (womit die Vertauschung von rechts nach links in der
Folge der Glieder verbunden ist), ferner durch Verwandlung der
Vorzeichen der &dusseren Coefficienten in die entgegengesetzten.
Eine der beiden viergliedrigen Perioden ist

‘pO == (13 83 '_15)7 wl == (_ 157 7? 2)
aus ihr entsteht die andere durch die Zeichendnderung der #Hus-
seren Coefficienten.

reducirten Formen von positiver Determinante stehen in der eng-
sten Beziehung zu der Entwicklung der Wurzeln dieser Formen in
Kettenbriiche. Nehmen wir fiir die Anfangsform @, einer Periode
immer eine solche, deren erster Coefficient positiv ist, so ist auch
ihre erste Wurzel w, positiv. Wir bezeichnen mit w, die erste
Wurzel der Form ¢, mit §,, den v1erten Qoefﬁ(uenten der Sub-

stitution -
(-%4, 1)
—1,



Quadratische Formen. 187

durch welche ¢, in die nach rechts benaehbarte Form ¢, uberr
geht, und endlich mit %, den absoluten Werth von d,. Da (nach
§.77) der Coefficient 0, seinem Zeichen nach mit e, iibereinstimmt,
und dem absoluten Werth nach die grosste in dem absoluten Werth
von @, enthaltene ganze Zahl ist, und da die Wurzeln y, @, @, ..
abwechselnd positiv und negativ sind, so ist (— 1) @, stets positiv,
und folglich

ky = (— 1M 0y;
zwischen den successiven Wurzeln Oy, Dygr - - - bestehen aber fol-
gende Relationen (§. 77):

1 1

0, = 0y—

) Oy = 6u+1 -

o

@y t1 Dy+2 .
multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit + 1, F1
w s. w. der Art, dass die linke Seite stets positiv wird, so er-
hélt man

: 1 i
F w‘u+1’ i 0Dy to ' zé‘él
und hieraus ergiebt sich fiir den positiven irrationalen unechten
Bruch (— 1)# @, der folgende unendliche Kettenbruch (§. 23):

(— 1)!’4 ﬁ)‘“ s (k‘u, ky-}-la ky+2 .« . .).
Offenbar ist dieser Kettenbruch periodisch; denn besteht die Pe-
riode der reducirten Formen ¢ aus 2n Gliedern, so ist 6‘u+2,,_—_5‘u

und also auch k0, = ky; es wiederholt sich daher die Reihe der
Zahlen ; immer nach hochstens 2% Gliedern von Neuem.

i w‘u - k‘u +

F oy = ku-l—l +
1 D

DBeispiel 1: Nehmen wir D = 13, so haben wir, um die erste
Wurzel @, der Form g, = (8, 1, —4) in einen Kettenbruch zu ent-
wickeln, ihre Periode aufzustellen (§. 78):

Qo= (3,1, —4); ¢ - —4, 3, 1)
9 = (1,3, —4); @, =4, 1, 3)
Py = (3,2, —3); @s=1(—31,4)
Qs = (4,3, —1); @ =(—1,3,4)
Ps = (47 1, ——3); Py = ("" 3, 2, 3);
die successiven Werthe der Substitutionscoefficienten & sind fol-
gende:
0 = +1, 61=—‘W62 =41 6=—1 §=+1,
0p = —1, 0 =46, 6—, =1 =41 0 =—1;
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daraus ergeben sich die absoluten Werthe

k():]., k1=6, k2:1, k(;,:l, k4:1,

k;,:l, kszﬁ, k";:I, k8:17 k..):‘.l,
Hier zeigt sich die eigenthiimliche Erscheinung, dass die Period
des Kettenbruchs nur aus fiinf Gliedern besteht, wihrend die Pe-
riode der Formen doppelt so viele Glieder enthélt; wir werden
spiter (§. 83) darauf zuriickkommen. Die gesuchte Kettenbruch-
Entwicklung ergiebt sich hieraus als die folgende:

14+V13

— 5 =0L6L1L1;1,611L1;...)

Ebenso liefern die beiden anderen reducirten Formen derselben
Determinante I = 13, nimlich

Py = (21 31 "2)) P = ("" 2) 37 2)
tolgende Werthe

0 =+3, 0, = —3,
also

ky = 3, k=3
und folglich

34+ V13

—i'—2——.= (3; 355
auch hier ist die Periode des Kettenbruchs nur halb so gross wie
die der reducirten Formen.

Beispiel 2: TFir D = 19 giebt die sechsgliedrige Formen-
periode
P = (3,2, —5); ¢ =1(—5,3,2)
P2 = (2,3, —D); @3 =(—5,2,3)
Pr=(4 —1); ¢s=(—143)
die Zahlen o
Op=+1,0 =—3, 0, =+4+1,0, =—2, 0,=+48, 0 =—2;
ko =1, k=3, k=1, k=2 k=8, k=2;
also

nywqu&Lz&m.q
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Beispiel 3: Fir D = 79 giebt die sechsgliedrige Periode
‘po = (7, 3, '—10); ‘Pl = (_10, 7, 3)
P2 — (3’ 8a - 5)’ Qs — ("— 57 7, 6)
Py = (67 5a - 9)7 Q5 = (_ 9, 4, 7)
die Zahlen
60 =41, 61 =—35, 0, =43, 03 =—2, 64 =41, 63 =—1;
ko =17 kr; :5, kg :3, kg :2, k4 :17 k5 ':1;
also entsteht die Entwicklung
3+V79
10
Ebenso liefert die viergliedrige Periode
@ = (1,8, —15); @, = (—15, 7, 2)
@2 = (2,7, —15); @ = (—15, 8, 1)

= (1,532,1,1;...).

die Zahlen
0 =+1,0, =—7,0, =-+1, 03 =—16
ko =1,k =17k =1, k;, = 16;
also den Kettenbruch

8ﬁ¥@:4L1L1&“4

Zu gleicher Zeit findet man natiirlich auch die Entwicklung der
Wurzeln der drei anderen Formen

79
—Zigﬁ—:—{ZLlﬁlp.J
?+—1\5/B = (1,16, 1,7;...)

84+ V79
-——ir—==-U&LZ1+-J

durch einfache Verschiebung der Periode *).

*) Die Form 0, — D) ist der reducirten Form ¥y = (1, &4, 42— D)

dquivalent; die I Form der entsprechenden Periode ist offenbar gop—1
= (3 — D, 4, 1), und hieraus folgt eine Entwicklung von der Form
1

s = (ko . . . kn—2y kn—1, kn—2 . . . kg, 24; . . .) N
D —2
und v %
VD = (A; ko -+« kn—g, kn—1, kn—2 . . . kg, 24; .. .),

Eine #hnliche Entwicklung tritt jedes Mal auf, wenn in der Periode
zwei ambige Formen vorkommen (§. 78).
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§. 80.

Es bleibt nun noch die schwierigste Frage zu beantworten
ibrig, ndmlich die, ob zwei reducirte Formen derselben Deter-
minante, welche verschiedenen Perioden angehoren, Hquivalent
sein kinnen oder nicht. Dazu miissen wir eine Digression iiber
die Theorie der Kettenbriiche machen, in welcher wir einige weni-
ger bekannte Sitze iiber dieselben beweisen wollen.

tin Kettenbruch (a, b, ¢, d . . .), dessen simmtliche Elemente
@, b, ¢, d . .. positive ganze Zahlen sind (mit Ausnahme des ersten
a, fir welches auch der Werth Null gestattet ist), soll im Folgen-
den ein regelmdssiger heissen; der Werth eines solchen endlichen
oder unendlichen Kettenbruchs ist bekanntlich stets positiv, und
umgekehrt ist bekannt, dass jeder positive Werth stets und nur
‘auf eine einzige Weise in einen regelmiissigen Kettenbruch
verwandelt werden kann. Sehr wichtig fiir unsere Zwecke ist
nun die Umwandlung eines unregelmdssigen unendlichen Ketten-
bruchs

(e, By .o vy Dy oo U, 0.,

dessen Elemente ganze Zahlen und zwar von einem bestimmten p
ab simmtlich positive ganze Zahlen sind, in einen regelméssigen.
Es wird sich zeigen, dass bei dieser Umwandlung alle Elemente
", ¥ . .. von einem bestimmien, in endlicher Entfernung liegenden,
Element w ab unverdndert bleiben, und dass die Differenz zwischen
der Anzahl der geinderten und der Anzahl der sie ersetzenden
Elemente eine gerade oder ungerade Zahl ist, je nachdem der Werth
des ganzen Kettenbruchs positiv oder negativ ist.

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es sei v das letzte nicht
positive Element des Kettenbruchs, und wir setzen ausserdem zu-
néchst voraus, dass » nicht das erste Element des ganzen Ketten-
bruchs ist. Wir suchen nun die Unregelméssigkeiﬁes Kettenbruchs

4 von dieser dussersten Stelle v zu entfernen ut® um mindestens
eine Stelle weiter nach links, zu dringen.

ﬁ Hierzu brauchen -wir offenfar nur den unendlichen Ketten-

*bruch (4, v, p, ¢ . ..) zu betrachten, den wir auch in endlicher
Form (, v, p') oder (g, v, p, ¢') oder (u, v, p, g, #') w.8. w. schreiben
konnen, wenn wir die unendlichen regelmissigen Kettenbriiche
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pgr,s..), (grs...), (r,s...)uws w
zur Abkiirzung mit p’, ¢/, #' u. s. w. bezeichnen. Wir haben nun
folgende Fille zu unterscheiden.

1. Ist » == 0, so ist
(0, 0p)=p+p =w+p+ %
oder also
(0, ps ¢) = (0 +p, 45

es ist also die Unregelmissigkeit von der Stelle » =— 0 um min-
destens eine Stelle nach links gedringt, und zugleich ist an Stelle
der abgeéinderten drei Elemente u,0,p das einzige Element u+p
getreten.

2. Ist v negativ = —m, und » >1, so erhdlt man mit Be-
nutzung der Identitét

(9,—h) =(@9—11h—1)
folgende successive Umformung:

*1 1
(u, —n, p) =<u, ——n—!—p) = (y——l, 1,n—1— 17)

. =@—11Ln—1, —p)
und hieraus durch nochmalige Anwendung derselben Identitit

@ —npqd)=@w—11Ln—21p—1)

=@—1,1,n—21p—1,¢).
An Stelle der drei abgeéinderten Elemente g, —#, p sind die fiinf
Elemente p —1, 1, n — 2, 1, p —1 getreten, und von diesen ist
hochstens das erste negativ. Sollte ferner » — 2 odeg p — 1, oder
sollten beide Zahlen = O sein, so wird man durch einmalige oder
zweimalige Anwendung der unter 1. aufgestellten Regel alle Ele-
mente, ‘mit Ausnahme des ersten, in positive verwandeln; auch
dann wird der Unterschied zwischen der Anzahl der abgeinderten
und der Anzahl der dieselben etsetzenden Elemente eine gerade
Zahl bleiben, und die Unregelméssigkeit ist mindestens um eine
Stelle nach links verschoben.
3. Ist v = —-‘ so ist die eben angegebene Regel nicht an-

wendbar; wenn gleichzeitig p > 1, so findet man

@ —1p¢)=E—2%1p—24);
sollte p = 2 sein, so hat mah wieder nach der unter 1. aufge-

stellten Regel zu verfahren.”Ist aber p = 1, so hilft diese Formel
Nichts; dann ist aber
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(("7 —1,1, Q') = '—1—ql
und folglich
(,—1, 1, ¢, 7 8’) - (&‘——2—% I, r—1, S');
und sollte » = 1 sein, so wiirde man wie in 1. verfahren.

Auf diese Weise ist in allen Fillen ohne Ausnahme die Un-
regelmassigkeit des Kettenbruchs von der Stelle v um mindestens
eine Stelle weiter nach links gedringt, und zugleich ist der Unter-
schied zwischen der Anzahl der abgeinderten und der Anzahl der
sie ersetzenden Elemente jedes Mal eine gerade Zahl. Durch
successive Anwendung desselben Verfahrens wird man daher den
urspriinglich gegebenen Kettenbruch

By . comvypgyr... 6Luwv...)
in einen andern
(ybye...Luov...)

umformen konnen, in welchem alle auf das erste folgenden Ele-
mente b, ¢ . .. positive ganze Zahlen sind, welche von einer in
endlicher Entfernung liegenden Stelle 4 an mit den Elementen des
gegebenen Kettenbruchs iibereinstimmen; und zwar wird der Unter-
schied zwischen der Anzahl der abgeéinderten Elemente

OBy v p g ..t
und der Anzahl der sie ersetzenden Elemente
o, bye... k1
eine gerade Zahl sein, weil dasselbe bei jedem einzelnen Act der
gesammten Umformung Statt findet.

Ist nun-o' positiv oder = 0, so ist die Umformung vollendet,
und der Werth des Kettenbruchs ist positiv; ist dagegen o' negativ
= —a, 80 ist der Kettenbruch negativ, und zwar

=—@—1,1,0—1,¢c...)
oder, wenn b = 1 sein sollte, ,
‘ =—(—1,ct+1,d...).
Bei diesem letzten Act ist die Anzahl der abgeinderten Elemente
um eine Einheit kleiner oder grosser als dig:Anzahl der sie er-
setzenden Elemente; und hiermit ist der letzte Punct unserer obigen
Behauptung nachgewiesen.
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§. 8L

Wir bediirfen zweitens fiir die Untersuchung der Aequivalenz
zweier Formen noch des folgenden Satzes:

Sind o, B, p, 0 vier ganze Zahlen, welche der Bedingung

ad—fy =1
geniigen, und deren erste a von Null verschieden ist; findet ferner
2wischen zwei Grissen @ und & die Relation
0 = ______7’ + 0.2
o+ B8R

Statt; so kann man stets

o= ©¢,mn...r,[#, Q)
setzen, wo die Anzahl der positiven ganzen Zahlen m, n . . . r eir
gerade ist, y' und B' aber auch Null oder megative ganze Zahlen s%‘:
konnen.

Um diesen Satz zu beweisen, kionnen wir, ohne die Allgemein-
heit zu beeintrichtigen, annehmen, dass die von Null verschiedene
ganze Zahl o positiv ist; denn sollte « negativ sein, so verwandele
man die Zeichen aller vier Zahlen «, 8, y, 0 in die entgegenge-
setzten, sd bleibt die zwischen ihnen, und ebenso die zwischen @
und K bestehende Relation ungeéindert. Ist nun zunéchst « = 1,
also 8 = By + 1, so ist unmittelbar
w=’%l)—g= 7+1’1%‘3?a =7 B, &),
also ist in diesem Fall unser Satz richtig. Ist aber « > 1, so ent-
wickle man den Bruch p:e in den Kettenbruch (3, m, n ... r),
dessen Elemente simmtlich positive ganze Zahlen sind, mit Aus-
nahme des ersten ', welches positiv, Null oder negativ sein wird,
je nachdem pawpositiv und grosser als «, oder positiv und kleiner
als o, oder endlich negativ ist.

Wir kénnen ferner voraussetzen, dass die Anzahl der positiven
Elemente m, n ... r gerade ist; denn da bei der gewd
Methode, einen Bruch y:e« in einen Kettenbruch zu ve
das letzte Element » mindestens — 2 ist, so konnte man
die Anzahl der Elemente-m, #"...r ungerade sein sollte, das letzte
Element 7 in den Kettenbruch » —1 4! verwandeln und also statt

Dirichlet, Zahlentheorie. 13
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des obigen Kettenbruchs den folgenden (y/, m, » . . . r —1, 1) neh-
men, in welchem die Anzahl der positiven Elemente m, n...r —1, 1
nun gerade ist. Bildet man nun nach der frither (§. 23) angege-
benen Methode die sogenannten Nidherungsbriiche,

1] ml [,mn] [y, mn...q, 1
17 [m]’ [mn) "7 [mn...qrl’
so erkennt man leicht, dass ihre Nenner sdmmtlich positiv sind.
Damals haben wir auch bewiesen, dass diese Briiche irreductibel
sind, und da der letzte der obigen Briiche dem in Folge der Re-
latlon 00 — fy =1 ebenfalls irreductibeln Bruche ¢ : « gleich, und
o positiv ist, so muss

o= [m, n ...q,r], y=1Y,mmn...qr]
sein, weil ein Bruch nur auf eine einzige Weise in die irreductibele
Form mit positivem Nenner gebracht werden kann. Da ferner die
Anzahl der Elemente o/, m, n . . . ¢, » ungerade ist, so folgt aus
r damals aufgestellten Formel [§. 23, (9)], dass
a N g [Ysman g ] —[mon g ] [V . q] =—1
oder also

aly,mn...ql—[mmn...qly=1
ist; vergleicht man dies mit der Relation «d — fy = 1, so ergiebt
sich (dhnlich wie im §. 60), dass man
d=[Ymn...q+yp
B=[mmn...q]+ap

0=1[y,mun...qnp]
ﬁ:[mvn"'%nﬁq

d. h.

also
0 '
5= Wmon . ang)
setzen kann, wo 8 eine ganze Zahl bedeutet*). Nach demselben
Bildungsgesetz ist nun
y+6‘9:[7’,7m7n'-'raﬂ’79] )
o +BR =[mun...rf, L2
und iolghch wie zu beweisen war,
N F o= H,mn...rf Q).

die Briiche y:«e, f:¢ resp. den Kettenbriichen (¢, m . .. 7),

8’y r...m) gleich sind, so sind 9', 8 die grossten in denselben enthaltenen
ganzen Zahlen (im Sinne des §. 48).
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§. 82.

Nachdem auch dieser zweite Punct aus der Theorie der Ketten-
briiche behandelt ist, schreiten wir zur definitiven Entscheidung
der Frage, ob zwei verschiedene Perioden von reducirten Formen
einer positiven Determinante iquivalente Formen enthalten konnen.
Es seien daher (a, b, ¢) und (4, B, C) zwei reducirte (eigentlich)
fiquivalente Formen; da alle Formen einer und derselben Periode
einander stets fiquivalent sind, so kinnen wir annehmen, dass die
ersten Coefficienten a, 4, und folglich auch die ersten Wurzeln
dieser beiden Formen positiv sind, weil im entgegengesetzten Fall
die unmittelbar benachbarten Formen diese Kigenschaft besitzen
wiirden. Bezeichnen wir (a, b, ¢) mit @y und (4, B, C) mit @,
und bilden wir fiir jede dieser beiden Formen (nach §. 78) die sie
enthaltende Periode, so erhalten wir dadurch fiir die ersten Wur-
zeln @y, &, dieser beiden Formen die regelmissigen Kettenbriiche

@y, = (koy, by k2 .. ),
Ly = (K K, K, . . ).

Ist nun (% £) eine Substitution, durch welche @, in @, iibergeht,
so besteht zwischen den ersten Wurzeln w,, £, die Relation

o — y+ 08,
. ° o+ B8’
und ausserdem ist
wd—fpy = 1.

Da ferner « nicht=0 sein kann, weil sonst 4 —=¢, also 4 negativ
wiire, so kann man nach dem so eben bewiesenen Satze
= ,mmn...rp Q)
und also auch
97():(7,777&’""'7" 5'7 E)a Kh K‘.’ ) )

setzen, und in diesem unendlichen Kettenbruch, welcher wenigstens
von der Stelle K, ab keine Unregelmissigkeit enthélt, ist die An-
zahl der Elemente 9', m, n...r, 8 eine gerade=2¢. Ist B’ positiv,
so ist, da @, > 1 ist, auch ¢’ positiv, also der Bruch regelmiissig.
Ist aber #'= 0 oder negativ, so forme man den Kettenbruch nach
den obigen Regeln (§. 80) in einen regelmiissigen um; nimmt man
u hinreic%end gross, so werden die Elemente KM’ K:,HJ ... bel

13*
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dieser Umformung ungeiindert bleiben, und die Anzahl v der Ele-

mente, welche an die Stelle der vorhergehenden (2 ¢ 4 w) Elemente
Yimn ..., K ... Ky

treten, wird = u (mod. 2) sein (nach §. 80), da der Werth des

ganzen Kettenbruchs positiv ist. Da nun @, nur auf eine einzige

Weise als ein regelmiissiger Kettenbruch dargestellt werden kann,

s0 miissen die Zahlen

KH’ 'K"H'l’ K‘u+2 .....
resp. mit den Zahlen

Eyy byyry Bygay oo v -
identisch sein. Ist daher g 4+ % ein Multiplum von der Anzahl der
Formen, welche die Periode der Form ®, bilden, und also eine
gerade Zahl, so ist auch v 4+ h eine gerade Zahl = 2m, und die
Zahlen

I{‘u+m Ku+h+17 Ky-{-h-pﬂ LR
stimmen mit den Zahlen
KOa Ifh K‘.‘ LR

und diese folglich mit den Zahlen

komy komsrs kamss - - -
iiberein. Hieraus folgt unmittelbar
£y = (k2ma k2m+1 .. ) = @93

und da durch ihre erste Wurzel auch stets die Form vollstindig
charakterisirt ist (§. 72), so schliessen wir hieraus, dass die Form
@, mit der Form ¢,,, identisch sein muss, dass also @, sich in der
aus @, entwickelten Periode befinden muss. Wir haben so folgen-
den Hauptsatz™) gewonnen:

Zwer dquivalente reducirte Formen wvon positiver Determinante
gehiren einer und derselben Periode am; zwei reducirte Formen
konnen nicht dquivalent sein, wenn sie verschiedenen Perioden an-
yehiren.

Mit Hiilfe dieses Satzes ergiebt sich nun eine Methode, um
zu priifen, ob zwei gegebene Formen von gleicher positiver De-
terminante dquivalent sind oder nicht. Man suche (nach §. 76)
zu jeder der beiden Formen eine ihr dquivalente reducirte Form;
je nachdem die so gefundenen reducirten Formen derselben oder
verschiedenen Perioden angehoren, sind die gegebenen Formen

*) Gauss: D. A. art, 193. ol
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aquivalent, oder nicht Hquivalent. Im erstern Fall ergiebt sich
offenbar zugleich eine Substitution, durch welche die eine Form
in die andere iibergeht (vergl. §. 66).

Beispiel: Die beiden gegebenen Formen seien (713, 60, 5)
und (62, 95, 145), welche dieselbe Determinante DD — 35 haben.
Die erste geht durch die Substitution (_{ *,})in diereducirte Form
(5, 5, — 2), die zweite durch die Substitution (7 *'?) in die redu-
cirte Form (— 2,5,5) iitber (§. 76). Diese beiden reducirten Formen
gehoren aber derselben zweigliedrigen Periode (5,5,— 2), (— 2,5, 5)
an, und zwar geht die erstere durch die Substitution (_$ ;) in die
letztere iber. Mithin sind die beiden gegebenen Formen (7183, 60, 5)
und (62, 95, 145) fquivalent, und da (=} ='3) die inverse Substi-
tution von (73 *'7) ist, so geht die erstere dieser beiden Formen
durch die Substltutlon (48 () (T2 = (Fa 7o) in die
letztere iiber.

§. 83.

Durch unsere letzten Untersuchungen ist das erste der beiden
in §. 59 aufgestellten Hauptprobleme auch fiir Formen von positiver
Determinante gelost; das zweite haben wir in §. 62 auf die Auf-
16sung der unbestimmten Gleichung

12— Du? = ¢2
zuriickgefithrt, und es bleibt daher, um in der Theorie der Formen
von positiver Determinante zu demselben Abschluss zu kommen,
wie frither fiir negative Determinanten, nur noch iibrig, diese
Gleichung fiir jeden positiven (nicht quadratischen) Werth der
Determinante D vollstindig aufzulosen. Fermat hat diese Glei-
chung dep Mathematikern zuerst vorgelegt, worauf ihre Losung
{Bplinder Pell angegeben wurde; allein obwohl seine
Losung in jedem Fall wirklich giebt, so lag doch in

1 leichung ausser der evidenten Auflosung ¢t = + o,
# == 0 noch andere Auflosungen besitzt. Diese Liicke ist erst von
Lagrange *) ausgefiillt, und hierin besteht wohl eine der bedeutend-

un Probléme d’Arithmétique, Miscellanea Taurinensia,
Tom. IV. (&R s de Lagrange, publ. par Serret, T. I. 1867. p. 669.) —

-
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sten Leistungen des grossen Mathematikers auf dem (ebiete der
Zahlentheorie, da die von ihm zu diesem Zweck eingefiihrten Prin-
cipien in hohem Grade der Verallgemeinerung fiahig und deshalb
auch auf dhnliche hohere Probleme anwendbar sind *).

Wir schlagen hier einen ganz andern Weg ein, der sich den
7unéichst vorangehenden Untersuchungen runmittelbar anschliesst.
Der Zusammenhang zwischen der obigen unbestimmten Gleichung
und dem zweiten Hauptproblem in der Theorie der Aequivalenz
war folgender. Ist (a, b, ¢) eine Form von der Determinante D
und vom Theiler ¢, und ist (% %) irgend eine eigentliche Substitu-
tion, durch welche (a, b, ¢) in sich selbst iibergeht so ist stets

t—obu cu aw s __t+bu
— —_— T

o = PR f=——, 7:67 P

¢’

wo t, u zwei der Gleichung
— Du? = ¢2

geniigende ganze Zahlen bedeuten; und umgekehrt, jeder Auflo-
sung ¢, # der unbestimmten Gleichung entspricht durch die vor-
stehenden Formeln eine Substitution (5 §), durch welche die Form
(@, b, ¢) in sich selbst iibergeht. Wir haben nun durch die letzten
Untersuchungen, wie sich gleich zeigen wird, ein Mittel gewonnen,
alle Transformationen (§; §) einer reducirten Form von positiver
Determinante D in sich selbst direct zu finden, und folglich kénnen
wir hieraus auch alle Auflésungen ¢,4 der unbestimmten Gleichung
ableiten. Wir schicken der Ausfiihrung dieser Untersuchung noch
eine Bemerkung iiber die Perioden der reducirten Formen voraus.

Wir wissen, dass die Reihe der positiven Zahlen %, welche die
Elemente des Kettenbruchs bilden, in den die erste Wurzel e,

Sur la solution des problémes indéterminés du second degré, Mém. de I'Ac.
de Berlin T. XXIII. (Euvres de L. T. II. 1868. p. 875.) — Additions aux
Elémens & Algébre par L. Euler §§. 11, VIII. — Das Verdignst® die tiefe
Bedeutung der Pell’schen Gleichung fir dle allgemeine Auflog
stimmten Gleichungen zweiten Grades zuerst dargethan zu en, gebithrt
Euler; man vergl.: De solutione problematum Diophanteordin per numeros
integros, Comm. Petrop. VL p. 175. De resolutione formuwlarum quadra-
ticarum tndeterminatarum per numeros integros, Nov. Comm. Petrop. IX.
p.3. De usu novi algorithmi in problemate Pelliano solvendo, Nov. Comm.
Petrop. XL p. 28. Nova subsidia pro resolutione formulae azax+1=yy,
Opusec. anal. I. p. 310. — Man vergleiche ferner Gauss: D. 4. nf‘%ﬁ 197 — 202.
*) Siehe Supplement VIIL

der unbe-



Quadratischec Formen. 199

einer reducirten Form ¢, entwickelt wird, eine gerade Anzahl von
Gliedern
ko, By ... kon—

enthiilt, nach welchen dieselben Glieder periodisch wiederkehren;
und zwar ist diese Anzahl 2 die der reducirten Formen, welche
mit ¢, in einer Periode enthalten sind. Wir haben aber oben’
(§. 79) an-einzelnen Beispielen gesehen, dass die Zahlen % aus
kleineren Perioden bestehen konnen; wir fanden z. B. aus der zehn-

gliedrigen Formenperiode der Determinante D = 13 folgende
Zahlen:
=41 0 =—6, =+1, &=—1, o =+1;
65:—17 66: +67 67 :‘—'17 68: + 1, 69:'_17
und also

ko =1 Fk =6, k=1 k=1 k=1;

und hierauf wiederholt sich schon dieselbe Reihe
b =1, k=26, k=1, Ikg=1, k =1

Es ist nun wichtig zu untersuchen, wann dies eintreten kann.
Es sei daher 2#n die Gliederanzahl der Formenperiode und m die
Gliederanzahl irgend einer Periode in der Reihe der Zahlen k.
Dann ist, indem wir die fritheren Bezeichnungen fiir die Formen
und ihre ersten Wurzeln beibehalten, wenn m gerade ist,

@ = Ky bngr -+ ) = (o, by . . .)

und folglich @, = @,, und also auch g, identisch mit ¢, und
daher nothwendig m ein Multiplum von 2 n; es existirt also jeden-
falls keine kleinere Periode von gerader Gliederanzahl als die der
ganzen Formenperiode entsprechende. Ist dagegen m ungerade,
so ist 2m ebenfalls die Gliederanzahl einer Periode in der Reihe
der Zahlen %, und folglich ist nagh dem eben Bewiesenen 2m ein
Multiplum von 2#, also m mindestens = n; der Fall, dass die
Periode der Zahlen % kiirzer ist als die aus 2# Gliedern beste-
hende Periode der Formen, kann also nur dann eintreten, wenn
n eine ungerade Zabl ist, indem dann, wie wir ja auch an dem
obigen Beispiel sehen, die Periode der Zahlen %k aus n Gliedern
bestehen kann; es ist dann @, = — @, und also ¢, = — ¢y, b,=1b,
@, = — ;. Doch muss man. sich hiiten zu glauben, dass diese
Erscheinung jedesmal wirklich eintreten muss, wenn n ungerade
ist; denn wir haben nur gezeigt, dass sie in diesem Fall allein
eintreten kamn. Fiir D=19 z.B. sind die beiden Formenperioden
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sechsgliedrig (§. 79), also ist » = 3; aber die Perioden der Zahlen
k sind nicht dreigliedrig, sondern sechsgliedrig *).

*) Die Erscheinung, dass die Kettenbruch-Entwicklung nur halb so lang
ist, als die Periode der Form, wird, wie oben gezeigt ist, nur dann eintreten,
wenn die Formen (a, b, ¢) und (— @, b, — ¢) dquivalent sind, und man er-
kennt leicht (aus §.82), dass sie dann auch stets eintreten muss. Fihrt man
nun die Untersuchung iber die Aequivalenz dieser beiden Fermen genau
ebenso durch wie in §. 62, so erhalt man das Resultat: Die Coefficienten
einer jeden Substitution ( ) durch welche eine Form (a, b, ¢) von der
Determinante D und vom Theiler ¢ in die Form (—a, b, —c) itbergeht,
sind in den Formeln

t—bu cu au t+bu

b=, p= o V=, = 1))

enthalten, wo ¢, u zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten
Gleichung

—Du? =—o* (1)
Geniige leisten; und umgekehrt, giebt es zwei solche ganze Zahlen ¢, u, so
liefern jene Formeln (I) stets eine Substitution von der angegebenen Be-
schaffenheit. Die erwahnte Erscheinung wird daher stets und nur dann auf-
treten, wenn die Gleichung (II) méglich ist; tritt sie daher in der Periode
irgend einer Form auf, so wird sie auch in allen Perioden derjenigen For-
men auftreten, welche zu derselben Ordnung gehéren (§. 61); ist ferner die
Gleichung $2— Du? = —1 mdglich, so wird sie bei allen Perioden dieser
Determinante D auftretem. Dies ist z. B. stets der Fall, wenn D = p2s+1
und p eine positive Primzahl = 1 (mod. 4) ist; denn sind T, U die klein-
sten positiven Zahlen, welche der Gleichung 72— DU? =1 geniigen
(§. 84), so ist T ungerade, U gerade, und

T—1 T+ 1 U
=20

da die beiden Factoren linker Hand relative Primzahlen sind, so ist einer
und nur einer von ihnen durch D theilbar; wire nun T'—1 = 2 Dyf?,
T+1 =292 U=2fg, so wire g2—Df2 =1, und f < U, gegen
die Voraussetzung; es muss daher 7'—1=2f2, T4 1=2Dg% U=2fy,
und also f2— Dg? —=—1 sein, w. z. b. w. Zugleich leuchtet ein, dass
T4+ UVD = (f+ g VD) ist, was nur ein specieller Fall eines allgemei-
neren Satzes ist.

Besonders interessante Resultate erhélt man, wenn man, falls die Glei-
chung (II) moglich ist, die Perioden von ambigen Formen betrachtet (§. 78).
Um uns auf den einfachsten Fall zu beschrinken, nehmen wir an, die Glei-
chung t2 — Du?=—1 sei moglich; ist nun 4 die grésste in VD enthaltene
ganze Zahl, also ¢y = (1, 4, 42— D) eine reducirte und zugleich ambige
Form, deren Periode 2 n Glieder enthalt (§. 79), so muss » ungerade =2m -1,
und ¢ = (—1, 4, D —22), also gan = (D — 42, 4, — 1) sein, und hieraus
folgt leicht, dass ¢m = (a, b, — a), gsmt1 = (—a, b, a), also D =a? | b?
ist, wo a ungerade und relative Primzahl zu b ist, weil ¢, eine urspriing-
liche Form der ersten Art ist. Da wir verhin geschen haben, dass dieser



Quadratische Formen. 201

Um nun die unbestimmte Gleichung ¢2— Du? = 62 zu losen,
in welcher D eine beliebige nicht quadratische positive Zahl, und
entweder D) = 0 (mod. 6?), oder 4 D = 6? (mod. 4 6?) ist, nehmen
wir eine beliebige reducirte Form (a, b, ¢) von der Determinante
D und vom Theiler 6. (Dass eine solche stets existirt, leuchtet
aus §§. 61, 76 unmittelbar ein.) Wir nehmen ferner, was stets ge-
stattet ist, « positiv, und folglich ¢ negativ an; dann ist die erste
Wurzel @ dieser Form positiv, und folglich

@ = (k(}') kl LR kZhn—-27 k2hn—11 CO),
wo 24 die Gliederanzahl der Formenperiode, und % eine beliebige
positive ganze Zahl ist. Setzt man nun

4
{Z’ = (koy Ky ... k2lm——2); _ﬁ_ = (koy Ky ... Koan—1)

d. h. (nach §. 23)
o = [kl e k2)m—2]7 ﬂ = [kl o Foonn—sy k2hn-—1]a
vy = [koy Fy ... Koan—s)s 0 = [koy Ky ... Konn—sy Konn—),
so ist nach den schon ofter benutzten Sétzen «d — fy =1 und

o+ o =1k ... ki—2 kon—1, @]
) y+0o = [koy Ty« v - Konn—s, konn—1, CO]
und folglich .
Y+ 0w
o+ pa
woraus unmittelbar folgt (§. 73), dass die Form («, b, ¢) durch die
Substitution (§; §) in sich selbst iibergeht.

Setzt man daher fiir A der Reihe nach alle positiven ganzen
Zahlen 1, 2, 3 ..., so erhilt man durch die Zdhler und Nenner
der Niherungsbriiche vom Range 2Axn — 1 und 2 hn jedesmal eine
entsprechende Transformation (§; §) der Form (a,d,¢) insich selbst
(wenn n =1 ist und % = 1 genommen wird, hat man ¢ = 1,
B="Fk, y =k, 0 = kk + 1 zu setzen); die vier Coefficienten
o, B, y, 0 sind immer positiv, und da ausserdem mit wachsendem %
auch nothwendig die Zdhler und Nenner der Naherungsbriiche

= (km kl v 7‘727171—2- k2hn-——1’ ﬁ)) = o,

Fall stets eintritt, wenn D eine Primzahl = 1 (mod. 4) ist, so liegt hierin
ein neuer Beweis des Fermat’schen Satzes (§. 68), und zugleich eine directe
Methode, die Zerlegung einer solchen Primzahl D in zwei Quadrate aus der
Entwicklung von VD in einen Kettenbruch abzuleiten (vergl. Gauss: D. A.
art. 265; Legendre: Théorie des Nombres 8me éd. Tom.I. §. VIL (52)). Dies
Resultat steht in der engsten Beziehung zu der biquadratischen Hiilfs-
gleichung, welche bei der Theilung des Kreises in D gleiche Theile auftritt.
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bestéindig wachsen, so entsprechen zwei verschiedenen Werthen
von h auch zwei verschiedene Substitutionen (“' ).

Umgekehrt wollen wir nun zeigen, dass man auf diese Weise
alle die Transformationen (“* ) der Form (a, b, ¢) in sich selbst
erhilt, in denen die vier (‘oefﬁclenten o, B3, v, 6 simmtlich positiv
sind. Denn es sei (y, #) eine solche Substitution, so ist (§. 73)

y+ow
a+po’

=1 und @0 =

also auch

Bar+4 (e —0)w—y =0,
und zwar missen dieser quadratischen Gleichung beide Wurzeln
der Gleichung geniigen. Da nun die eine zwischen 1 und 4 o,
die andere zwischen — 1 und 0 liegt, so muss die linke Seite dieser
Gleichung fiir @ = 1 negativ, fiir ® =— 1 positiv ausfallen; hier-
aus folgt, dass

y+0>etp f+d>aty

ist, wo die Ungleichheitszeichen die Gleichheit ausschliessen. Da
wir beweisen wollen, dass y : & und 0 : 8 zwei auf einander fol-
gende Naherungsbriiche eines regelmissigen Kettenbruchs (%o, &; . ..)
sind, so haben wir vor allem zu zeigen, dass y = « und § > y ist;
dies ergiebt sich in der That aus den vorstehenden Ungleichungen.
Wiire niamlich 6 <y, so wiirde aus der zweiten Ungleichung folgen,
dass ¢ < 8 und also auch «¢d < By sein miisste, wihrend doch
ad = By -+ 1 ist; also ist gewiss & > p. Wire ferner y < «, also
o =y -+ @, Wo g eine positive ganze Zahl bedeutet, so wiirde aus
der ersten Ungleichheit folgen, dass d > + o, also auch

ad—fy > B+r)e+e’
wire; dies ist aber wieder unmdéglich, da die linke Seite — 1, die
rechte aber mindestens — 3 ist, weil 3, ¢, o positive ganze Zahlen
bedeuten; also ist in der That y = w.
Hieraus folgt nun weiter, dags man
l:—-(y’vm"'%r)

«

setzen kann, wo die Elemente ¢, m . . . ¢, v simmtlich positiv sind,
und zwar kann man es so einrichten, dass ihre Anzahl ungerade
ist, weil man eventuell wieder » in » — 1 4 } auflosen kann. Neh-
men wir ferner zunéichst an, dass e > 1 ist, so ist auch y > « und
9 nicht theilbar durch «, und folglich enthdlt der Kettenbruch
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mindestens drei Elemente. Bilden wir daher den unmittelbar vor-
ausgehenden Nidherungsbruch

‘—;i.z(y',m,..q),

so folgt aus ap —fpy = 1 und «d— By = 1, dass man wieder
B=f+oap,d =¢yp setzen kann, und hierin wird g’ eine
positive ganze Zahl sein. Wére niimlich 8’ = 0, so wiire § = ¢,
und da @ gewiss < y ist, so wire § < p, wihrend doch 0 > y
ist; wire ferner ' negativ, so wire auch d negativ, gegen unsere
Voraussetzung, dass o, f§, p, 0 positive ganze Zahlen sind. Es

ist daher
0

EI:: @,m...qnrp)
und folglich, dhnlich wie friiher,

___7+6w___ ' A
w_“_+_ﬁm_(y,7iz...q, r f, o),

wo nun die Anzahl der positiven Elemente y', m . . . q, », 8’ gerade
ist*). In dem bisher ausgeschlossenen Fall ¢« =— 1 erhélt man ein
ganz dhnliches Resultat, denn dann ist

- Z:tl(‘:f ;ml)—m = (y, B, o).

©

Wir crhalten daher fiir @ stets einen regelmissigen periodi-
schen Kettenbruch

o= m...qn,f¢m...)
in welchem die Anzahl der Glieder 9, m . . . ¢, v, B’ eine gerade ist.
Da nun ein Werth @ nur auf eine einzige Weise in einen regel-
miissigen Kettenbruch entwickelt werden kann, so miissen die
Zahlen 9, m . . . der Reihe nach mit den Zahlen k, k; . . . iiberein-
stimmen; und da wir uns oben iiberzeugt haben, dass jede Periode
der Zahlen k, deren Gliederzahl gerade ist, entweder mit der Reile
der den simmtlichen 2 » Formen entsprechenden Zahlen % identisch
ist oder aus einer mehrmaligen Wiederholung dieser kleinsten Pe-
riode von gerader Gliederanzahl besteht, so ist also 7 = kapu—s,

B’ = kapu—, wo h irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet, und
folglich

*) Dasselbe ergiebt sich auch unmittelbar daraus, dass die grossten in
den Briichen y: e, f:« enthaltenen ganzen Zahlen o', g’ zufolge der obigen
Ungleichungen positiv sind (vergl. §. 81).
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)
g — (kua k... kzhn_z), E == (ko, kl e ]Czhn_g, kg)m__l)

was zu beweisen war.

Nachdem wir gezeigt haben, wie wir alle aus vier positiven
Coefficienten bestehenden Transformationen der reducirten Form
(a, b, ¢) in sich selbst finden konnen, deren erster Coefficient
positiv ist, brauchen wir nur noch einen Blick auf die obigenr
Formeln
t bu’ﬁ =%’ 6:t-}—dbu
zu werfen, um sogleich zu erkennen, dass die hieraus resultirenden
Auflosungen ¢, u der unbestimmten Gleichung stets aus zwei po-
sitiven Zahlen ¢, u bestehen. Fiir u folgt dies aus der dritten For-
mel; da ferner, wie wir gesehen haben, 6 > y und y = «, also -
0 > « ist, so ergiebt sich, dass auch ¢ positiv ist. Das Umgekehrte
ist ebenfalls richtig; sind ¢, u zwei positive der unbestimmten Glei-
chung geniigende Zahlen, so besteht die aus denselben abgeleitete
Substitution (f; ) aus vier positiven Zahlen; denn da die Form
(a, b, ¢) reducirt, also b positiv, und der Annahme nach @ positiv,
also ¢ negativ ist, so sind zunichst B, p, & positiv; endlich ist
12— b2u? = 6? — acu? positiv, folglich hat {—bu, also auch e,
dasselbe Zeichen wie ¢+ bu, namlich das positive.

(22—

§. 84.

Wir kounen daher behaupten, dass alle aus zwei positiven
Zahlen t, u bestehenden Auflosungen — und auf diese kommt es
uns zunichst allein an — durch die Kettenbruchentwicklung der
Wurzel @ der Form (g, b, ¢) gefunden werden, und zwar jede nur
ein einziges Mal. Aus dem Anblick der unbestimmten Gleichung

— Du? = 62 geht aber hervor, dass die zusammengehdorigen
positiven Werthe ¢, u gleichzeitig wachsen und gleichzeitig abneh-
men; dasselbe folgt auch aus der Natur der Zihler und Nenner
der Niherungsbriiche; «, und folglich auch ¢, wird gleichzeitig mit
y, also auch mit der von uns mit h bezeichneten Zahl wachsen;
nehmen wir 4 = 1, so wird die entsprechende Auflosung, die wir
mit (7, U) bezeichnen wollen, aus den kleinsten Zahlen bestehen,
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d. h. 7 wird die kleinste aller Zahlen ¢, und gleichzeitig wird U
die kleinste aller Zahlen  sein (die Auflosung ¢ = 6, u = 0 ge-
hort natiirlich nicht zu den positiven Auflosungen). Diese kleinste
Auflosung T, U findet man daher sehr leicht durch Entwicklung
einer Periode von reducirten Formen. »
Beispiel 1: Nimmt man fiir die Determinante D = 79 die
reducirte Form (7, 3, — 10), welche natiirlich von der ersten Art
ist, so erhélt man (§. 79)
k=1, by =5, by =38, by =2, ky =1, k; = 1;
die successiven Naherungsbriiche sind folgende:

1 6 19 44 63 107

T’ 55 1_6’ '3‘7‘, 5‘3‘, 9—0)
aus den beiden letsten ergiebt sich daher die Substitution (3 ,50);
will man nur die kleinste Auflosung der Gleichung ¢2 — Du?— g2,
so braucht man nur die Nenner der Niherungsbriiche bis § = 90,
oder die Zahler derselben bis y — 63 zu bilden, so findet man
durch die Formeln $6 = - cu oder y6 =awu die kleinste der Zahlen
, néimlich U = 9, und hieraus das zugehorige 7'= V(02 + D U?)
=80. Stattdessen findet man 7' auch durch die Formel w6 + 50U
oder 8¢ —bU.

Nimmt man die reducirte Form (1, 8, — 15), so findet man
folgende Zahlen (§. 79)

. k=1 k=1 k=1, k = 16;
also die Naherungsbriiche
1 8 9 152
i‘v 7') 'é‘a 13'_'57
die beiden letzten liefern die Substitution (3 }3), und hieraus er-
giebt sich wieder U = 9, T = 80, wie vorher.

Beispiel 2: Es sei D = 13 =1 (mod. 4); um die kleinste
Auflosung der Gleichung ¢2 — 132 = 4 zu finden, nehmen wir
die reducirte Form (2, 3, — 2), so ist (§. 79)

ko == 3, kl = 3;
die Néherungsbriiche sind also £ und ¥; dadurch erhalten wir die
Substitution (3 ,3) und hieraus U = 3, T = 11.

Ll
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. 85.

Nachdem wir gezeigt haben, wie die kleinste positive Aufli-
sung (7, U) der unbestimmten Gleichung immer gefunden werden
kann, gehen wir dazu iiber, alle anderen Auflosungen (¢, ) auf
diese eine zuriickzufiihren. Der Bequemlichkeit halber wollen wir,
wenn ¢, w irgend zwei (positive oder negative) der Gleichung
t2 — Du? — ¢? geniigende Zahlen sind, und VD stets positiv ge-
nommen wird, die Ausdriicke

t4+uVD t—uVD

g ’ G

die zu dieser Auflosung (¢, u) gehorigen Factoren nennen und als
ersten und zweiten Factor von einander unterscheiden; das Product
beider ist stets — 1; sie haben daher immer gleiche Zeichen, und
zwar das positive oder negative, je nachdem ¢ positiv oder negativ
ist; haben ferner ¢ und « gleiche Zeichen, so ist der erste Factor
numerisch grosser als der zweite, folglich ist dann der erste nu-
merisch > 1, der zweite numerisch < 1; das Gegentheil findet
Statt, wenn ¢ und # entgegengesetzte Zeichen haben; und wenn
w = 0 ist, sind beide Factoren — 4 1. Ist also z. B. (¢, u) eine
aus zwei positiven Zahlen bestehende Autlosung, so ist ihr erster
Factor ein positiver unechter Bruch; und umgekehrt, ist der erste
Factor ein positiver unechter Bruch, so sind beide Zahlen ¢, u
positiv.

Sind (¢, #') und (¢”, »”) irgend zwei identische oder verschie-
dene Auflésungen, so kann man

¢+d VD " +u"VD __t+uVD

‘ 6 ' G — G
setzen, wo (¢, u) wieder eine Auflosung bedeutet. Denn entwickelt
man das Product links und trennt das Rationale vom Irrationalen,
so findet man

. tltll + Du!uﬂ _ t!uﬂ + u!t” .
=T ' "FT7

da ferner aus der obigen Gleichung unmittelbar durch Verwand-
lung von VD in — VD oder auch durch den blossen Anblick der
~ Ausdriicke fiir ¢, » die andere Gleichung

¢
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t—u' VD t"—uw'VD t—uVD
G ’ ¢ o G
folgt, so ergiebt sich durch Multiplication beider
t2 — Du? — 6%

es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, dass u eine ganze
Zahl ist, weil dannaus der vorstehenden Gleichung von selbst folgt,
dass #2, also auch ¢ eine ganze Zahl ist. Geht nun 62 in D, folglich
auch in ¢'2, t”2 auf, so sind ¢, ¢” theilbar durch 6, und folglich ist
u eine ganze Zahl; ist aber 4 D = ¢® (mod. 4 62), so folgt (2¢)2
= (ou')? (mod. 4 62), hieraus 2¢.= 6v', und ebenso 2¢" = ou”
(mod. 26), folglich 2 (#'u" + w't") = 2 64/u”" =0 (mod. 26); mithin
ist # auch jetzt eine ganze Zahl) w. z. b. w.

Dieser Satz lisst sich ohne Weiteres auf beliebig viele Auflo-

sungen (', '), (¢, «"), ", «'") . . . ausdehnen: setzt man
A +d VD "4 u"VD "+ u"VD _t+uVD
G G o T T

so wird (¢, u) stets wieder eine ganzzahlige Auflosung sein. *Be-
stehen ferner alle jene Auflosungen aus zwei positiven Zahlen, so
sind alle Factoren linker Hand positive unechte Briiche; dasselbe
gilt also auch von dem ersten Factor der Auflosung (¢, »), und
folglich sind ¢, u zwei positive Zahlen. - *

Setzen wir alle die einzelnen Auflosungen (¢, o), (¢", «") . . .
identisch mit der kleinsten positiven Auflosung (7, U), so kénnen wir
T+ UVD\"_ t,+u, VD

( 6 ) o o

setzen, wo n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, und es
wird dann (t,, u,) jedesmal eine positive Auflosung werden; zu-
gleich leuchtet ein, dass mit wachsendem Exponenten » der Werth
der linker Hand stehenden Potenz eines unechten Bruchs, und
folglich auch ¢, + u, VD bestindig wichst, so dass verschiedene
Werthe von » auch verschiedene Auflésungen (%, u,) liefern; und
da die beiden Zahlen t,, u, entweder beide gleichzeitig wachsen,
oder beide gleichzeitig abnehmen, so tritt offenbar das erstere oder
letztere ein, je nachdem n wichst oder abnimmt.

Umgekehrt kénnen wir zeigen, dass durch die vorstehende
Formel in der That jede positive Auflosung (¢, ) geliefert wird.
Denn wiire der erste Factor einer solchen Auflosung keine genaue
Potenz des ersten Factors der kleinsten Auflosung (Z, U), so
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miisste er, da beide positive unechte Briiche sind, zwischen zwei
successiven Potenzen
(T + UVD)"und (T+ UVD)"-H
6 [
des letztern liegen, wo » mindestens = 1 ist. Dann wire also
tht+u VD _t+uVD b, +u, VD T+ UVD
< < . ,
(7] [} [ 4
und folglich, wenn man
t+uVD ti—w,VD ¢+ 4w VD
¢ ¢ - G
t+uwVD - T4+ UVD,

a G ?

setzt,
1<

es existirte daher eine positive Auflosung (¥, «'), welche aus klei-
neren Zahlen #, «' bestinde, als die kleinste Auflésung (7, U); was
unmoglich ist.

Man findet daher alle aus zwei positiven Zahlen bestehenden
Auflésungen durch die Formeln

t, 1 T n(n-1)Tn_

G 5{ +-.12 2U2D+'”,
Uy, Ty n(n 1) (n—2) Tns [ :
G 6”{ U+ 1.2.3 ’ 3D+.”}

wenn man der Reihe nach fiir n alle positiven ganzen Zahlen setzt.
Da nun ferner
te—w VD _ (T—UVD\ <T+ UV D\~
G - ( ¢ ) - G )
ist, so ergiebt sich, dass durch die Formel

ta+u, VD T+ UVD\*

s ( G )
simmtliche Auflésungen ¢,, u, gegeben sind, in welchen ¢, positiv
ist, wenn man fiir » alle ganzen positiven und negativen Zahlen
setzt, indem u_, = —tty, ¢, = ¢, ist. Fiir n = 0 ergiebt sich
ferner {, =4 6, 4, = 0. Will man daher alle Auflésungen ¢,
ohne Ausnahme in eine Formel zusammendringen, so braucht
man nur

LLAVD_ (LEUVDY
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zu setzen, und hierin jedes der beiden Vorzeichen mit jedem ganz-
zahligen Exponenten # zu combiniren. Dass auf diese Weise keine
Auflésung iibergangen, und jede nur einmal erzeugt wird, folgt un-
mittelbar daraus, dass unter den vier verschiedenen Auflésungen

(ta “)7 (tv —u)a ('—' t, ’M/), ("“ t7 "‘“'u),
wenn % nicht = 0 ist, immer eine und nur eine aus zwei positiven
Zahlen besteht.

Hiermit ist nun das zweite Hauptproblem der Lehre von der
Aequivalenz auch fiir Formen von positiver Determinante vollstéindig
gelost. Wir sind durch die vollstindige Auflésung der unbestimm-
ten Gleichung ¢2— Du? = 6? in den Stand gesetzt, alle Transfor-
mationen einer solchen Form in sich selbst, und folglich auch alle
Transformationen einer Form in eine dquivalente aus einer einzigen
gegebenen solchen Transformation zu finden (§§. 61, 62); mithin
ist auch die Aufgabe, alle eigentlichen Darstellungen einer gege-
benen Zahl durch eine gegebene Form von positiver Determinante
zu finden, als vollstindig gelost anzusehen (§. 60).

Dirichlet, Zahlentheorie . 14



