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132 Vierter Abschnitt.

zwei Substitutionen anzudeuten, wollen wir uns bisweilen der Be-
zeichnung

ﬁ) < <¢w + B, «f’ -HW)

7y 0 yol 0y, pf + 00

bedienen; offenbar ist es im Allgemeinen nicht erlaubt, die Ord-
nung der beiden successiven Substitutionen umzukehren, weil hier-
durch auch die resultirende Substitution gedndert wiirde. Soistz. B.
(H59) (1) = (34 22) dagogon (¥ ) (1) = (4 22

Dagegen ist es be1 drei successiven Substitutionen S S, 8"
gleichgiiltig, ob man erst S und S’ zusammensetzt, und dann das
Resultat SS’ mit S” verbindet, oder ob man S mit dem Resultat
S'S" der zweiten und dritten Substitution zusammensetzt; in
Zeichen:

(S(SI) SII : S(SI Sl’).
Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe dieser Zusammensetzung;
denn sind (z, 9), («', ¢), (@", ") und (2", y""') die successiven Va-
riabeln, so ist es fiir die Ausdrucke von z, y durch a’", 4" gleich-
giiltig, ob man die Variabeln 2", 4" oder die Variabeln #’, 4 als
Zwischenglieder einschiebt.

Ferner ist fiir die Folge zu bemerken, dass die Substitution
(5:9) bei der Zusammensetzung stets fortgelassen werden darf, da
sie keine Aenderung hervorbringt.

Endlich leuchtet ein, dass der obige Satz auch so ausgesprochen
werden kann: Die aus den Substitutionen S, S', 8" . .. zusammen-
gesetste Substitution S8’ 8" . .. ist eigentlich oder uneigentlich, je
nachdem die Anzahl der unter ihnen befindlichen uneigentlichen
Substitutionen gerade oder ungerade ist.

§. 56.

Besonders wichtig ist nun die Frage: wann enthalten zwei
Formen sich gegenseitig? Offenbarist dann das System aller durch
die eine Form darstellbaren Zahlen identisch mit dem System der-
jenigen Zahlen, welche durch die andere Form dargestellt werden
konnen. Zwei solche Formen werden wir dquivalent*) nennen.
Sind D, I ihre Determinanten, so muss sowohl D’': D, als auch

*) Gauss: D. A. art. 157,
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D:D', eine ganze Quadratzahl, also eine ganze positive Zahl sein,
und hieraus folgt als eine fiir die Aequivalenz zweier Formen er-
forderlwhe Bedingung, dass ihre Dete1m1nanten D und D’ gleich
sein miissen.

Diese Bedingung ist aber umgekehrt nicht hinreichend, um auf
die Aequivalenz schliessen zu konnen. Dies ist erst dann gestat-
tet, wenn man ausserdem weiss, dass die eine der beiden Formen
die andere enthiilt. In der That, wenn die beiden Formen (a, b, c)
und (o, ¥, ¢') gleiche Determinanten haben, und wenn ausserdem
die erstere durch die Substitution

xz = az' + By
y=vra + 0y
in die letztere iibergeht, so folgt aus der Relation
= (60 —py)? D {;/ .
und der Gleichheit von 7’ und D die Gleichung
wd—fy =11

und hieraus, wenn man zur Abkiirzung ¢d —fy = + 1 = ¢ setat,
=4 ¢edx—efy
Y = —¢epx+ sy
und es geht daher durch diese Substitution mit ganzzahligen Coeffi-
cienten die Form (¢, ¥, ¢) in die Form (a, b, ¢) iiber; also sind in
der That beide Formen einander dquivalent. Die Substitutionen
(oa, and (T &0, —ef
77 —é& 7"3 _i‘m‘?“
deren jede die inverse der a andern heisst, und durch deren Zu-
sammensetzung immer 1 die Substitution @ ) entsteht, sind offenbar
entweder beide eigentlich, oder beide lﬁfé'ie‘g"éitlich; je nachdem das
Eine oder das Andere Statt findet, sollen die beiden Formen ei-
gentlich oder uneigentlich dquivalent*) heissen. .
Sowie wir eben gesehen haben, dass die eine von zwei dqui-
valenten Formen in die andere immer durch eine Substitution
,;) iibergeht, in welcher o8 — =+ 1 ist, so leuchtet auch
umgekehrt ein, dass durch jede solche Substitution eine beliebige
Form nothwendig in eine ihr dquivalente transformirt wird; denn
die Determinanten beider Formen sind einander gleich. - Hlerm

*) Gauss: D. A. art. 158,



