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136 Vierter Abschnitt.

Die zweite dieser drei Gleichungen geht, wenn man der dritten

gemiss By durch «d 4 1 ersetzt, in folgende iiber:
awp (2be + )0 = 0;

eliminirt man aus dieser und aus der ersten jener drei Gleichungen

die Grisse 2bo + ¢y, so erhédlt man, wenn man den Factor a weg-

wirft (der ja von Null verschieden ist, weil sonst die Determinante
D eine Quadratzahl wire), die Relation

(e2—1)0 = By,

woraus mit Riicksicht auf «d—pfy = — 1 wirklich folgt, dass
8 — — o ist, was zu beweisen war.
§. 58.

Jede uneigentliche Substitution, durch welche eine Form (a, ¥, ¢)
in sich selbst {ibergeht, ist daher nothwendig von der Form (a, ),
und esist also gleichzeitig a2 + 8y = 1. Von besonderm Interesse
ist der specielle Fall y = 0; dann ist &« = + 1 und entsprechend
+ af =2b; eine solche Form, deren doppelter mittlerer Coefficient
durch den ersten theilbar ist, soll eine ambige Form ( forma anceps)
heissen*). Und umgekehrt ist leicht zu sehen, dass jede ambige
Form sich selbst uneigentlich &quivalent ist; denn wenn (a, b, c)
eine solche Form, und also 26 = af ist, so geht (a, b, ¢) wirklich
durch die uneigentliche Substitution (§ *f) in sich selbst iiber.
Dasselbe gilt offenbar von jeder Form, welche einer ambigen Form
dquivalent ist; aber es besteht auch der umgekehrte Satz:**)

Wenn eine Form sich selbst uneigentlich dquivalent ist, so giebt
es stets eine thr dquivalente ambige Form.

Beweis. Es sei ¢ eine solche Form, welche durch die un-
eigentliche Substitution (% *£) in sich selbst iibergeht; ist y = 0,
50 wissen wir, dass ¢ se{bst eine ambige Form, und folglich der
Satz richtig ist. Ist aber y von Null verschieden, so suchen wir
eine eigentliche Substitution (% &), durch welche dle F @ in
eine ihr Aquivalente ambige Form iibergeht, die wir ezéich-
nen wollen. Da also 49 —yuv =1, und folglich ¥ durch ie

*) Gauss: D. A. art. 163. Vergl. Kummer im Monatsbericht der Ber-
liner Akademie vom 18. Februar 1858.

**) Gauss: D. A. art. 164,
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inverse Substitution (*¢: 74) in @ iibergeht, so muss ¢ durch die
offenbar uneigentliche, aus den drei successiven Substitutionen

(“"‘ 0, “"f-”) o, + ﬂ) (L) w
—v, +4 7, —o) \v, Q
zusammengesetzte Substitution in sich selbst iibergehen. Der
dritte Coefficient dieser Substitution ist
yA?— 20dv — B2,
und es kommt nur darauf an, zwei relative Primzahlen 4, v so zu
bestimmen, dass dieser Coefficient =— 0 wird; denn dann ist ¢
eine ambige Form. Diese Forderung reducirt sich, wenn man
mit y multiplicirt und bedenkt, dass a«24-fy =1 ist, auf die
folgende:
A _etl +1_  — —B .
Ty T o F 1 g

da unserer Annahme nach 7 von Nuﬂ verschieden ist, 50 kann man
also 2 und » dieser Forderung gemiiss bestimmen, und zwar als
relative Primzahlen, wenn man den Bruch (¢+1):y auf seine
kleinste ,Benennung 4 : v bringt. Dies Letztere ist erforderlich,
weil ja die vier Coefficienten 4, g, v, ¢ der Gleichung 19 —uvr =1
geniigen miissen. Sobald nun A4 und » auf dem angegebenen Wege
bestimmt sind, so kann man dann unendlich viele Werthenpaare
fiir  und @ (nach §. 24) finden, welche diese letzte Forderung er-
filllen. Auf diese Weise ist also wirklich aus (J; +8) eine elgent-
liche Substitution (" /‘) gefunden, welche die gegebene Form ¢ in
eine ihr dquivalente amblge Form o transformirt, und hierdurch
der obige Satz bewiesen.

Nehmen wir als Beispiel die obige Form (3, 13, 18), welche
durch die uneigentliche Substitution (X3 *3) in sich selbst iibergeht;
wir haben also nur

YA —oav)?2—2v2 = 0;

A _3+£1

v —4-

zu setzen; nehmen wir das obere Zeichen, so ist A =+ 1, v=T1
zu setzen, und entsprechend ¢ 4 g =+ 1. Nehmen wir die obern
Zeichen und ¢ =1, p = 0, so erhalten wir die Substitution (*}: x)
durch welche, wie schon oben bemerkt ist, die Form (3, 13, 18) in
die Form (— 5, — 5, 18) iibergeht, welche in der That eine ambige
Form ist.

Ferner: Die Form (7, 1, —1) geht durch die uneigentliche



