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ist m durch keine einzige Form der Determinante D eigentlich dar-
stellbar; im erstern Fall bestimme man alle incongruenten Wurzeln
der Congruenz (4), und verfahre mit jeder einzelnen, wie folgt. Es
sei n ein bestimmter Reprisentant einer bestimmten Wurzel, und
zwar n? = I 4 ml, so ist (m, n, I) eine bestimmte Form-von der
Determinante D. Giebt es nun eine Darstellung (z, y) der Zahl
m durch (a, b, ¢), welche zu der durch # reprisentirten Wurzel
der Congruenz (4) gehdrt, so ist die Form (a, b, ¢) dquivalent mit
(m, n, 1), und die Darstellung (2, y) liefert eine und nur eine Sub-
stitution (P f]), durch welche die erstere in die letztere iibergeht.
Es muss daher zunichst entschieden werden, ob die beiden gege-
benen Formen (a, b, ¢) und (m, n, 1) von der Determinante D iiqui-
valent sind, oder nicht — dies ist das erste der beiden genannten
Probleme; gesetzt nun, die beiden Formen erweisen sich als nicht
fquivalent, so existirt keine einzige zu dieser Wurzel » gehérige
Darstellung der Zahl m durch die Form (a, b, ¢). Zeigt es sich
aber, dass die beiden Formen #quivalent sind, so miissen alle Sub-
stitutionen (J i) aufgesucht werden, durch welche (a,, c) in (m, n, 1)
iibergeht — dies ist das zweite Problem. Der erste und dritte
Coefficient (# und ) einer jeden solchen Substitution bilden dann
auch wirklich eine eigentliche zu der Wurzel n gehérige Darstellung
der Zahl m durch (a, b, c), und da, wie schon bemerkt, aus jeder
solchen Darstellung (z, y) umgekehrt eine und nur eine solche
Substitution (% f]) entspringt, so erhilt man durch die simmtlichen
Substitutionen der angegebenen Art auch alle zu n gehorigen Dar-
stellungen, und jede nur ein Mal. Genau in derselben Weise ver-
fihrt man mit den iibrigen Wurzeln der Congruenz (4), deren An-
zahl, falls m und D relative Primzahlen sind, nach §. 37 zu be-
stimmen ist. ‘

§. 61. .

Nachdem wir uns in der vorhergehenden Digression davon
tiberzeugt haben, dass in der That die Theorie der Darstellung
vollstéindig auf die beiden (in §. 59) erwiihnten Probleme der Lehre
von der Aequivalenz zuriickgefiihrt werden kann, so wenden wir
uns nun zu der Losung derselben. Das erste, zu erkennen, ob
zwei Formen von gleicher Determinante iquivalent sind oder nicht,
erfordert von vorn herein ganz verschiedene Methoden, je nachdem
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die Determinante positiv oder negativ ist; in beiden Fillen ist aber
die Losung von der Art, dass, wenn die Aequivalenz der beiden
Formen erkannt wird, zu gleicher Zeit auch eine Transformation
der einen in die andere gefunden wird. Da also bei zwei wirklich
dquivalenten Formen immer eine solche Transformation durch die
Losung der ersten Aufgabe gefunden ist, so besteht das zweite
Problem nur noch darin, aus einer solchen Transformation alle
anderen zu finden; und da die Losung desselben zunichst nicht
von dem Vorzeichen der Determinante abhiingt, sondern fiir po-
sitive wie fiir negative Determinanten Anfangs eine gleichméssige
Behandlung zulisst, so stellen wir es dem andern voran.

Unsere Aufgabe ist also die, aus einer Substitution L, durch
welche eine Form ¢ in eine #quivalente Form ¢ iibergeht, alle
Substitutionen S zu finden, welche denselben Erfolg haben. Wir
konnen dieselbe sogleich durch einige Bemerkungen bedeutend
vereinfachen, indem wir sie auf den einfachsten Fall reduciren, in
welchem beide Formen identisch sind. Denn'gesetzt wir kennen
alle Substitutionen 7, durch welche die Form ¢ in sich selbst
iibergeht, so geht @ offenbar durch alle Substituticnen T'L in die
andere Form v iiber. Alle diese Substitutionen 7L gehoren 1 also
zu den gesuchten Substitutionen S. Jetzt behaupten wir auch um-
gekehrt, dass auf diese Weise alle Substitutionen S erzeugt werden,
und jede nur ein einziges Mal; denn bezeichnen wir mit L' die in-
verse Substitution von L (durch welche also die Form ¢ in die
Form ¢ zuriickkehrt), so ist jede in der Form SL’ enthaltene Sub-
stitution eine solche, durch welche die Form ¢ in sich selbst iiber-
geht, und gehort mithin zu den mit 7' bezeichneten Substitutionen,
so dass wir SL' = T setzen konnen. Da nun die aus L' und L
zusammengesetzte Substitution L' L = (3 ) ist, so folgt hieraus
SL'L = S = TL, also wird wirklich jede Substitution S auf die
angegebene Art erzeugt. Dass endlich jede Substitution S nur ein
einziges Mal erzeugt wird, leuchtet hieraus ebenfalls ein; ist ném-
lich TL = 8, so ist T'= S/, also ist die Substitution 7} durch
welche eine bestimmte Substitution S erzeugt wird, immer eine
vollkommen bestimmte, so dass zwei verschiedene Substitutionen
T auch zwei verschiedene Substitutionen S erzeugen.

Da also der' Complex der Substitutionen §_vollstéindig mit
dem Complex der Substitutionen T'L uberemstlmmt, wo L die ge-’
gebene Substitution bedeutet, durch welche die Form ¢ in die
#quivalente Form ¢ iibergeht, so kommt es nur noch darauf an,
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alle Substitutionen 7' zu finden; unser Problem ist daher auf das
folgende zuriickgefiihrt: -~

Alle Substitutionen’ 2u finden, durch welche eine Form in_sich
selbst dibergeht.

Bevor wir zur Losung desselben schreiten, stellen wir eine
Betrachtung an, welche fiir die Folge von grosser Wichtigkeit ist.
Bedeutet ¢ den grossten (positiven) gemeinschaftlichen Theiler der
drei Zahlen a, 25, ¢, so leuchtet ein, dass alle durch die Form
(a,b,c) darstellbaren Zahlen durch ¢ theilbar sind, und wir wollen,
wo kein Missverstindniss zu besorgen ist, diese Zahl ¢ kurz den
Theiler der Form (a, b, ¢) nennen. Dann sind zwei Félle moglich:

1. Ist 25 : 6 eine gerade Zahl, so geht 6 in b, und folglich 62
in der Determinante D — 52— a¢ auf; und umgekehrt, wenn 62
in D aufgeht, so ist & durch ¢ theilbar, also 25 : ¢ eine gerade
Zahl; zugleich ist dann 6 der grosste gemeinschaftliche Theiler der
drei Coefficienten a, b, c.

2. Ist 2% : 6 eine ungerade Zahl, so ist 6 jedenfalls gerade, -
und 62 geht nicht in D, wohl aber in 4 D auf, und zwar ist

(2b)—4— — =1 (mod. 4),

also 4 D=¢? (mod. 46?); und umgekehrt, wenn 4 D= 62(mod. 4 6?),
so ist auch (26)2 = 62 (mod. 4 6?), folglich 25 : ¢ eine ungerade
Zahl; zugleich ist 1o der grosste gemeinschaftliche Theiler der drei
Coefficienten a, b, c.

Der ‘Theiler ¢ einer jeden Form von der Determinante D ge-
niigt daher entweder der Bedingung D = 0 (mod. 62), oder dieser
4 D = 6 (mod. 4 6%); umgekehrt, ist ¢ eine positive Zahl, welche
der einen oder andern dieser Bedingungen geniigt, so existiren
auch Formen (a,b,c) von der Determinante D), deren Theiler o ist."
je nachdem n#mlich ¢ der ersten oder der zweiten Bedingung
geniigt, ist

| (6, 0, '—_3—]2> oder ( Lg, ——-4—:£ A
eine Form von der Determinante D und vom Theiler 6, und zwar
die sogenannte einfachste solche Form (forma semplmsszma), die
einfachste Form (1, 0, — D) vom Theiler 1 helsst ‘die Hauptform
(forma principalis) der Determinante D*).

% Gauss: D. A. artt. 231,25, ,
Dirichlet, Zahlentheorie. ldg,



