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146 Vierter Abschnitt.

Der grosste gemeinschaftliche Theiler z der drei Coefficienten
a,b, ¢ einer Form (a,b,c) ist im ersten Fall — ¢, im zweiten — 1a;
ist nun = = 1, so heisst die Form eine wurspriingliche*) (forma
primitiva), und zwar, wenn 6 — 1 ist, eine Form der ersten Art**)
(forma proprie primitiva oder forma propria nach Gauss), dagegen,
wenn 6 = 2 und also D = 1 (mod. 4) ist, eine Form der zweiten
Art ( forma improprie primitiva oder forma impropria). Ist ferner
t>1,und a = vd, b=z, c=7c,b'0' —a'd =D, D =v2 D,
s0 heisst die Form (a, b, ¢) abgeleitet (derivata) aus der urspriing-
lichen Form (o', ¥', ¢) der Determinante 1.

Aus den Formeln der Transformation [§. 54, (2)] geht nun
hervor, dass, wenn eine Form (¢, ¥/, ¢') unter einer Form (a, b, ¢)
enthalten ist, jeder gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, 2 b, ¢
auch gemeinschaftlicher Theiler der Zahlen o', 2%, ¢’ sein muss,
woraus unmittelbar folgt, dass je zwei Aquivalente Formen den:
selben Theiler 6 besitzen; mithin kommt dieser Theiler allen zu
.einer und derselben Classe gehorigen Formen gemeinschaftlich zu,
und kann daher fiiglich der Theiler der Formenclasse genannt
werden. Dasselbe gilt offenbar von dem grossten gemeinschaft-
lichen Theiler 7 der Coefficienten a, b, ¢ einer jeden zu einer be-
stimmten Classe gehorigen Form (a, 6, ¢). Hiernach leuchtet. von .
selbst ein, was unter der einfachsten Classe vom Theiler 6, unter
der Houptclasse, unter einer urspriinglichen Classe der ersten oder
zweiten Art, oder unter einer abgeleiteten Classe zu verstehen ist.
Endlich bildet der Inbegriff aller Forimen von gleicher Determi-
nante D und von gleichem Theiler ¢ eine sogenannte Ordnung ***)
(ordo), und aus dem Vorhergehenden folgt, dass dieselbe der Com-
plex aller Classen der Determinante I) ist, welche den Theiler ¢
haben.

§. 62. '

Es sei nunA(f';’ f) irgend eine Substitution, durch welche die
Form (a, b, ¢) von der Determinante D und vom Theiler ¢ in sich
selbst iibergeht, so ist zunichst

Ao —pr =1 (@)

*) Gauss: D. A. art. 226.
**) Dirichlet: Recherches sur diverses applications de Vanalyse infini-
téstmale & la théorie des mombres. 2¢ partie. §. 7. Crelle’s Journal XXI. |
*4) Gauss: D. A. art. 226, ~a
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und ferner (nach §. 54)
ad?+2bAv + cv? = a; (2)
alp +b(deo +pv) +cve =b; (3)
da aus diesen drei Gleichungen schon folgt, dass (a, b, ¢) in eine
dquivalente Form iibergeht, deren erster und zweiter Coefficient
a und b sind, so ist der letzte Coefficient ¢’ der neuen Form wegen
der Gleichheit der Determinanten nothwendig = ¢; und folglich
driicken diese Gleichungen vollstindig aus, dass (f; &) eine Sub-
stitution der verlangten Art ist (dies wiirde nicht ebenso vollstéin-
dig geschehen, wenn man die Gleichung A9 — uwv == 1 durch die
andere Gleichung au? + 2bpo 4+ c9? = ¢ ersetzen wollte; denn
dann wiirde man riickwérts nur schliessen konnen, dass g — uv
_ _"_‘ 1 1st) ™
Wir behandeln diese drei Gleichungen mit den vier Unbe-
kannten 4, g, v, ¢ auf folgende Weise.
Wird A¢ durch wv -+ 1 ersetzt, so nimmt die Gleichung (3)
die Form
alu+2buv 4 cvep =0 ,
an; verbindet man hiermit die Gleichung (2) und eliminirt einmal
25, dann ¢, so erhdlt man unter Beriicksichtigung der Gleichung (1)
die beiden folgenden:
ap+cv=20; a(A—g)4+2bv = 0.
Da a von Null verschieden ist (weil sonst D eine Quadratzahl
wiire), so kann man folglich
a c 2b
V= = — o l—-—g::—«—ﬁ—u ©))

setzen, worin « eine neue unbekannte, aber ganze Zahl bedeutet,
weil v, u, A — @ ganze Zahlen sind, und 6 der grosste gemeinschaft-
liche Divisor von a, ¢, 2b ist. Setzen wir diese Ausdriicke fiir u
und » in die Gleichung (1), so erhalten wir

ac
Ag:——‘—{iaﬁ-}—l, @

und hieraus in Verbindung mit dem vorstehenden Ausdruck fiir
A — ¢ die Gleichung

A+ =(@A—0)+4de =

. o

4(Dur 4062 '
2

o
oder
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Hieraus ergiebt sich, dass }6(4 4 @) jedenfalls eine ganze
Zahl sein muss, die wir mit ¢ bezeichnen wollen, so dass

l+9=%£undt?=Du2+62 . )
ist.
Wir konnen die vorstehende Untersuchung mit Riicksicht auf
(4) und (5) in Folgendem zusammenfassen *):
Ist (" &) eine Substitution, durch welche die Form (a, b, ¢) von
der Deterniinante D und vom Theiler 6 in sich selbst dibergeht, so
ist stets

p= ek
&)
an t+ bu
¥ V=0 B

wo i, u zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten Glei-
chung

- — Du? = ¢2 I
Gendige leisten.

Aber dieser Satz ldsst sich auch umkehren:

Sind t, u zwei ganze der Gleichung (II) geniigende Zahlen, so
sind die durch die Gleichungen (1) bestimmten Zahlen 1, u,v, o die
ganzzahligen Coefficienten einer Substitution (f; g), durch welche
die Form (a, b, ¢) in sich selbst ibergeht.

Dies ergiebt sich auf folgende Weise. Zuniichst ist zu be-
weisen, dass 4, u, v, ¢ gange Zahlen werden; da ¢ in @ und in ¢
aufgeht, so sind » und g ganze Zahlen; da ferner 62 in 4 D und
zufolge (II) auch 4n-4¢2 aufgeht, so ist 2¢ theilbar durch ¢, und
da 6 auch in 2 b gufgeht, so sind 24 und 2 ¢ ebenfalls ganze Zah-
len, deren Summe e 4¢ : 6, also eine gerade Zahl ist; mithin sind
24 und 2 ¢ entw beide gerade oder beide ungerade; da aber
ihr Product ‘

‘ )=4t2_65,m?=46 —Gc:cu _4(1_____,“2)
gerade ist, s0 sind 24 und 2 ¢ gerade Zahlen, also 4 und ¢ ganze
Zahlen.
Nachdem dieser erste Punct sichergestellt ist, findet man
‘leicht durch wirkliche Substitution der Ausdriicke (I) unter Be-
riicksichtigung der Gleichung (II), dass die drei Relationenr @),

*) Vergl. Gauss: D. A. art. 162,
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(2) und (3) identisch erfiillt sind, dass also in der That die Form
(a, b, ¢) durch die Substitution (% &) in sich selbst iibergeht.

Aus jeder bekannten Substitution (,’; !g) kann daher (z. B. durch
die Gleichungen # — 6v : a, t = 61+ bu) eine Auflosung ¢, u
der Gleichung (II) gefunden werden, und umgekehrt. Es ist aber
wichtig, zu bemerken, dass zwei verschiedenen Substitutionen auch
zwei verschiedene Auflosungen der Gleichung (II) entsprechen, und
umgekehrt zwei verschiedepen Auflssungen der Gleichung (II) auch
zwei verschiedene Transfokmationen der Form (4, 0, ¢) in sich®
selbst. Denn die Relationen (I) sind derartig, dass gegebenen
Werthen ¢, # ein und nur ein System von Werthen 4, g, v, ¢, und
umgekehrt gegebenen Wthen von A, u,v,0 ein und nur ein System
von Werthen ¢,  entspricht.

Hiermit ist also unser Problem nicht vollstindig gelost, son-
dern nur auf das andere reducirt:

Alle ganzzahligen Auflisungen der unbestimmiten Gleichung (IL)
zu finden.

Dieses letztere bietet nun nicht die geringste Schwierigkeit
dar, sobald die Determinante D negativ ist. Wenn némlich o ihr
absoluter Werth, also D = — 4 1ist, so hat die Gleichung (II)

24 du? = 62
nur eine endliche Anzahl von Auﬁiisungen? ¢, w; und zwar ist, wenn
1. D=0 (mod. 6?), die Anzahl der Auflosungen der Gleichung
immer — 2, sobald 4 > ¢2 ist; diese Auflosungen sind offenbar
t=4+06, u=0 und t=4—06, u=0; »,
im Fall 4 = 62 ist aber die Anzahl def Auflosungen = 4; diese :
sind ’
t—206, u=—20; t=—a, u=20;
t=0 u=1 t=0, = — 1.

2. Ist 4 D=0? (mod. 4 6%) und folglich 4 4 = 3 62 (mod. 4 62), :
s0 ist die Anzahl der Auflosungen der Gleichung stets = 2, so tft‘
44 > 362 also 4 4 = 7 6?; diese sind

t=06, u=20; und~f{t=— 06, u=0;
im Fall 44 — 3062 ist aber die Anzahl der Auflésungen = 6;
diese+sind
t=4+6,u=0 t=+4+1l6,u=+1; t =430, u=—1;
t=—6, u=20; t =—1}6,u =—1; t=-—-—§&, u =1



