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Quadratische Formen. . 161

(8, + 4, 8) aus je zwei dquivalenten Formen; also bleiben nur acht
nicht dquivalente Formen

(1,0, 48), (2,0, 24), (3,0, 16), (4,0, 12),
(6,0,8), (7,1,7), (42, 13), (8,4, 8).
Urspriinglich von der ersten Art sind die folgenden vier:
(1,0, 48), (3,0, 16), (7, 1., 7, (4,2, 13),
die anderen vier sind derivirte Formen.

§. 68.

Um schon jetzt einen Begriff von der Fruchtbarkeit dieser
Untersuchungen zu geben, verbinden wir in einigen Beispielen die
gewonnenen Resultate mit der in §. 60 vorausgeschickten Theorie
der Darstellung der Zahlen durch bestimmte quadratische Formen,
bemerken jedoch gleich, dass die folgenden S#tze nur specielle
Fille eines grossen allgemeinen Satzes sind.

Die Formen der Determinante D) =——1 bilden nur eine ein-
zige Classe, denn es giebt fiir diese Determinante, wie man leicht
erkennt, nur die einzige reducirte Form

(1,0, 1) = 22 4 42
Wir fragen nun nach dem System der durch diese Form darstell-
baren, d. h. also in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen m; dm aber
die frithere Theorie unmittelbar anwenden zu konnen, lassen wir
nur eigentliche Darstellungen (z, y) gelten, in denen die beiden
darstellenden Zahlen x, y relative Primzahlen sind; ferner wollen
wir uns der Einfachheit halber auf ungerade darstellbare Zahlen
m beschrinken. Es sei also m eine solche darstellbare ungerade
Zahl, so ist zuniichst m positiv. Da ferner die Determinante — 1
quadratischer Rest von m ist, so miissen alle in m aufgehenden
Primzahlen von der Form 44 4 1 sein.. Umgekehrt, ist diese Be-
" dingung erfiillt, so ist” die Determinante — 1 quadratischer Rest
von m, und die Congruenz.

2? =—1 (mod. m)
hat im Ganzen (nach §. 37) 2« mcongruente Wurzeln, wenn p die
Anzahl dieser von einander verschiedenen in m aufgehenden Prim-

zahlen bedeutet (dies gilt selbst fiir den Fall, in welchem g = 0,
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162 Vierter Abschnitt.

m=1 ist). Es sein ein bestimmter Reprisentant einer hestimmten
dieser Wurzeln, und %2 + 1 = ml, so bilde man die quadratische
Form (m, n, 1) von der Determinante — 1; da nur eine einzige
Formenclasse existirt, soist diese Form der reducirten Form (1,0, 1)
nothwendig dquivalent, und man wird durch die in §. 66 angege-
bene Methode eine, und hieraus nach §§. 61, 62 alle Transforma-
tionen finden, durch welche (1, 0, 1) in (m, », l) iibergeht. Die
Anzahl dieser von einander verschiedenen Transformationen (3 f))
ist (nach §§. 61, 62) stets = 4; ebenso viele Darstellungen (z, y)
der Zahl m existiren daher, welche zu derjenigen Wurzel gehoren,
deren Reprisentant # ist. Und da dasselbe Raisonnement auf
jede der 2« Wurzeln der obigen Congruenz passt, so existiren im
Ganzen

“ 4 . 20 — Qu+2
verschiedene Darstellungen der Zahl m.

. Stellt man aber die Frage, auf wie viele verschiedene Arten
eine solche Zahl m in zwei Quadrate zerlegt werden kann, ohne
Riicksicht auf die Ordnung der beiden Quadrate und auf die Vor-
zeichen ihrer Wurzeln, so liefern je acht verschiedene Darstellungen
von der Form

(Eaty wd (Ly L)
nur eine einzige Zerlegung m = x? 4 y? (von diesen acht Dar-
stellungen gehdren vier, némlich
(@ ), (—2, —y), ‘(— Y, 2), (4, —2)
zu einer, und die anderen vier
(&, —y), (—=2 9), (—y, —2), (%, @) )

zu derihr entgegengesetzten Wurzel); folglich ist die Anzahl dieser
verschiedenen Zerlegungen

= 2u—1 '
mit einziger Ausnahme des.Falles m = 1, weil dann nicht acht,
sondern nur vier verschiedene Darstellungen

(+1,0) und (0,4 1)

existiren, die sich zu der einzigen Zerlegung 1 — 1?2 4+ 02 ver-
einigen.

]

In diesem allgemeinen Resultat ist als specieller Fall der
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