C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Vorlesungen Uber Zahlentheorie

Autor: Dirichlet, Peter

Verlag: Vieweg

Ort: Braunschweig

Jahr: 1871

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Goéttingen
Werk Id: PPN30976923X

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN30976923X

OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=30976923X

LOG Id: LOG_0077
LOG Titel: 8. 69. Zerlegung der Zahlen in eine einfache und eine doppelte Quadratzahl
LOG Typ: chapter

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

Quadratische Formen. 163

berithmte von Fermat aufgestellte, zuerst von Euler*) bewiesene
Satz enthalten:

Jede (positive) Primzahl von der Form 4h + 1 ldsst sich stets,
und zwar nur auf eine einzige Weise in swei Quadrate zerfdllen.

Die Bedingung, dass die Quadrate keinen gemeinschaftlichen
Factor haben, fillt hier fort, da sie sich von selbst versteht.

Beispiel 1: Die Zahl 37 ist eine Primzahl von der Form
4h + 1; die beiden Wurzeln der Congruenz ¢? = —1 (mod. 37)
findet man (z. B. mit Hiilfe des Wilson’schen Satzes) = + 6;
nimmt man » = 6, so hat man die Form (37, 6, 1) zu betrachten,
welche durch die Substitution (°y *7) in die reducirte Form (1,0,1)
iibergeht; umgekehrt geht also (1, 0, 1) durch die inverse Substi-
tution (33 ') in (87, 6, 1) iiber. Also ist die gesuchte Zerlegung
folgende: 37 — 62 4 12; es ist nicht nothig, die vier zu dieser
Wurzel + 6, und die anderen vier zu der entgegengesetzten Wurzel
— 6 gehorenden Darstellungen hier einzeln aufzuschreiben.

Beispiel 2: Die Zahl m = 656 = 5 . 13 ist das Product aus
den beiden Primzahlen 5 und 13, welche beide die Form 4% 4 1
haben. Mithin giebt es 2* — 16 verschiedene Darstellungen, also
nur zwei verschiedene Zerlegungen der Zahl 65. Die vier Wurzeln
der Congruenz 22 =—1 (mod. 65) sind 1+ 8 und 1 18; wir bilden
daher die beiden Formen (65, 8, 1) und (65, 18, 5), welche durch
die Substitutionen (% *}) und (3} 37) in die reducirte Form

+4, 47
(1, 0, 1) iibergehen; die inversen Substitutionen sind (73 ') und
722, und folglich sind die beiden gesuchten Zerlegungen fol-
de: -
gende:

65 = 82 4 12 = 72 + 42,

§. 69.

Alle Formen der Determinante D = —2 bilden ebenfalls
nur eine einzige Classe, da nur eine einzige reducirte Form

(1,0, 2) = 22+ 24?2

vorhanden ist. Wir fragen auch hier wieder nach allen durch

*) Demonstratio theorematis Fermatiani, ommem numerum primum
. formae 4n 1 esse summam duorum quadratorum, Nov. Comm. Petrop.
V.p 8

. 11*



164 Vierter Abschnitt.

diese Form darstellbaren wungeraden Zahlen m; die erste Bedin-
gung ist die, dass — 2 quadratischer Rest von m sein muss; dazu
ist erforderlich und hinreichend, dass fiir jede in m aufgehende
(also ungerade) Primzahl p

— 2) -
— ) =41,
G
also p von einer der beiden Formen 8% 4 1 oder 8% 4 3 sei. Um-

gekehrt: sind die simmtlichen g in m aufgehenden Primzahlen p
alle von der Form 8% 4 1 oder 8% 4 3, so hat die Congruenz
21 = —2 (mod. m)
stets 24 incongruente Wurzeln. Ist » ein bestimmter Reprisen-
tant einer solchen Wurzel, und »n? + 2 =ml, soist die Form (m,n,1)
nothwendig der Form (1, 0, 2) dquivalent; man findet daher (nach
§. 66) eine Substitution (» fl), durch welche die letztere in die er-
stere iibergeht; ausser dieser existirt (nach §. 62) nur noch die andere
(= “5) welche dieselbe Eigenschaft hat; es giebt daher zwei ver-
schledene Darstellungen (z, ) und (— x, —y) der Zahl m, die zu
dieser Wurzel geh6ren. Im Ganzen giebt es daher
2 . 24 = 2utl

verschiedene Darstellungen der Zahl m durch die Form (1, 0, 2),

Man erkennt ferner leicht, dass, wenn die beiden Darstellungen
+(x, y) zu der Wurzel n gehoren, entsprechend die beiden Dar-
stellungen + (x,—y) zu der entgegengesetzten Wurzel — n gehoren.
Je vier solche Darstellungen geben eine und dieselbe Zerlegung
der Zahl m in ein Quadrat und ein doppeltes Quadrat; mithin ist
die Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen

= 201

die einzige Ausnahme bildet wieder der Fall, in welchem g = 0,
also m =— 1 ist; denn dann vereinigen sich die zwei verschiedenen
Darstellungen (-|— n ist=—n (mod. 1)) zu der einzigen Zerlegung
1 =1242.02% Der interessanteste specielle Fall ist wieder der,
in welchem g = 1 ist:

Jede Primzahl p von einer der beiden Formen 8h .1 oder
81 4 3 ldsst sich stets und nur auf eine einzige Weise in ein Qua-
drat und ein doppeltes Quadrat zerlegen.

Beispiel 1: Ist m = 41, so ist die Bedingung erfiillt; u ist
= 1; die beiden Wurzeln der Congruenz 2? = — 2 (mod. 41) sind

£+ 11; die Form (41, 11, 3) geht durch die Substitution T4 7s) in



