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Quadratische Formen. 165

die Form (1, 0, 2) iiber, diese also riickwirts in jene durch die
Substitution (*{ *}); also ist # = 3, y =— 4, und folglich
41 = 324 2.42
Beispiel 2: Ist m = 33 = 3 . 11, so ist die Bedingung er-
fiillt; p ist == 2, und folglich muss es zwei verschiedene Zerlegun-
-gen geben. Die Wurzeln der Congruenz 2?2 =— 2 (mod. 33) sind
+ 8 und 4 14: wir bilden daher die beiden Formen (33, 8, 2) und
(33, 14, 6), welche resp. durch die Substitutionen

(7o) ma (3333

in die Form (1, 0, 2) iibergehen; die inversen Substitutionen sind
— 0 — 5, —2
(T 2) wa (252

33=12+4+2.42=524+2.22

und folglich ist

§ 70.

Alle Formen der Determinante D ==— 3 bilden zwes Classen,
als deren-Reprisentanten man die reducirten Formen

(1,0,3) = a2+ 37

(2, 1,2) =221+ 22y + 297

annehmen kann; sie sind resp. von der ersten und zweiten Art.
Ungerade Zahlen konnen offenbar nur durch die erstere dargestellt
werden; es sei daher m eine ungerade und der Einfachheit wegen
durch 3 nicht theilbare Zahl; damit sie durch die Form (1, 0, 3)
darstellbar sei, ist erforderlich, dass, wenn p irgend eine in ihr
aufgehende Primzahl ist,

=)+

folglich p von der Form 3% 41 sei. Umgekehrt, sobald diese
Bedingung fiir alle g in m aufgehenden Primzahlen p erfiillt ist,
so hat die Congurenz

, 23=—23 (mod.m)
stets 2¢ incongruente Wurzeln; ist » ein bestimmter Reprisentant

und




166 Vierter Abschnitt.

einer solchen, und #? + 8 = ml, so ist die Form (m, n, I) von der
ersten Art (da m ungerade ist) und folglich der Form (1, 0, 3)
dquivalent. Es giebt also (nach §. 62) zwei Substitutionen

(x, é) und (——x,—-—&)
Y, M —Y —N
durch welche die Form (1, 0, 3) in die Form (m, n, 1) iibergeht,
und folglich auch zwei Darstellungen (z, ) und (—ax, —y) der

Zahl m, welche zu dieser Wurzel gehoren. Im Ganzen giebt es
daher

2. 24 = Qu+l

verschiedene Darstellungen einer solchen Zahl m durch die Form
(1, 0, 3), die sich aber wieder auf nur

1, Qutl = gu—1
verschiedene Zerlegungen der Zahl m in ein einfaches und ein
dreifaches Quadrat reduciren (nur auf den Fall g =0, also m=1

passt die letztere Formel wieder nicht). Besonders bemerkenswerth
ist der specielle Fall:

Jede Primzahl von der Torm 3h + 1 ist stets uml nur auf
eine einzige Weise in ein einfaches und ein dreifaches Quadrat
zerlegbar.

Gehen wir nun zu den durch die zweite Form (2, 1, 2) dar-
stellbaren, nothwendig geraden Zahlen iiber; wir beschréinken uns
auf diejenigen von der Form 2m, wo m wieder eine ungerade und
durch 3 nicht theilbare Zahl bedeutet. Dann erkennen wir leicht,
dass der Complex dieser Zahlen m mit dem eben behandelten voll-
stiindig identisch ist. Denn aus der Moglichkeit der Congruenz
#2=— 13 (mod. m) folgt auch die der Congruenz £?=— 3 (mod. 2 m),
und umgekehrt (§. 37), und ausserdem ist die Anzahl der Wurzeln
wieder = 2#. Ist ferner »' ein bestimmter Repriisentant einer
solchen, und #'2? 4 3 = 2ml, so ist die Form (2 m,#',1) nothwendig
von der zweiten Art (denn der mittlere Coefficient »’ ist ungerade,
folglich I gerade) und also gewiss der Form (2, 1, 2) dquivalent;
man kann daher (nach §. 62) sechs verschiedene Transformationen
der letztern Form in die erstere finden, aus welchen folgende sechs
Darstellungen

T@y @ —z—y, @ty —2
entspringen, die alle zu derselben Wurzel »’' gehoren (die sechs
zu der entgegengesetzten Wurzel — ' gehorenden Darstellungen
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entstehen aus diesen durch Vertauschung der ersten darstellenden
Zahl mit der zweiten)*). Im Ganzen existiren daher

6 .24 = 3. 2u+l
verschiedene Darstellungen der Zahl 2m durch die Form (2, 1, 2),
oder, was dasselbe ist, der Zahl m durch die Form 2? + zy + ¢2.
Sieht man je vier zusammengehorige Darstellungen von der Form

@Y, (—z—y), @ 2), (—y, —2)
als nicht wesentlich verschieden an, so ist die Anzahl der wesent-
lich verschiedenen Darstellungen nur noch
= 3 .2u

Fiir eine Primzahl p von der Form 3% +4 1 giebt es daher immer
drei wesentlich verschiedene Darstellungen durch die Form
2?4+ zy + y2

Beispiel: Ist m = 13, so sind » = £+ 7 die Wurzeln der
Congruenz ¢? =—3 (mod. 26) und also auch der Congruenz
#? =—3 (mod. 13). Wir bilden daher die beiden Formen (13,7, 4)
und (26, 7, 2). Sie gehen resp. durch die Substitutionen

—1,—1 0, +1

(2 71) we (L1 Ld)
in die Formen (1,0, 3) und (2, 1, 2) iiber. Die beiden inversen
Substitutionen sind

+1, +1 —47 —1
(5 L0) ma (317
und folglich ist

13 = 1243 (—2)? = (—4)2 + (—4) . 1+ 1%

hieraus findet man leicht die beiden anderen Darstellungen

18 =1424+4.(—3)+(—3)?
—3243.141°

*) Da von den Zahlen #, y, 4 y stets eine und nur eine gerade ist,
50 giebt es unter den sechs zu der Wurzel n’ gehérenden Darstellungen der
Zahl 2 m immer zwei 4 («/, ¥'), in welchen ' gerade ist = 2u; setzt
man ferner &'+ u = t, so geht die Gleichung a'a' + 2’y + ¥’y = m
iiber in ¢ + 3wwu = m, d. h. man erhilt eine Darstellung (¢, u) der Zahl
m durch die Form (1, 0, 3), und zwar gehért diese Darstellung zu derselben
Wurzel #'. Hierin besteht der Zusammenhang zwischen den Darstellurigen
der Zahlen m und 2m resp. durch die Formen (1, 0, 3) und (2, 1, 2).



