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168 Vierter Abschnitt.

g 71.

Als letztes Beispiel wihlen wir die Determinante D = —5;

es giebt swei nicht #quivalente reducirte Formen
(1,0, 5) und (2, 1, 3),

beide sind urspriinglich und von der ersten Art. Wir suchen
wieder das System aller ungeraden und durch 5 nicht theilbaren
Zahlen m zu bestimmen, welche durch diese Formen darstellbar
sind. Die dazu erforderliche Bedingung besteht darin, dass fiir
jede in m aufgehende Primzahl p die Gleichung

TG =)+

Statt finden muss; hieraus folgt (§. 52, II), dass jede solche Prim-
zahl von einer der vier Formen

20n+1, 20 +9, 2043, 20h 4+ 7
sein muss. Ist diese Bedingung erfiillt, und p die Anzahl der
verschiedenen Primzahlen p, so hat die Congruenz
22 =—15 (mod.m)
wieder 2¢ incongruente Wurzeln; ist » ein bestimmter Reprisen-
tant einer solchen, und #? + 5 = ml, so ist die Form (m, »,7) noth-
wendig einer und nur einer der beiden obigen reducirten Formen
dquivalent; es giebt dann jedesmal (nach §.62) zwei Substitutionen,
durch welche diese reducirte Form in (m, n, ) iibergeht, also auch
zwei zu der Wurzel » gehorige Darstellungen der Zahl m durch
diese reducirte Form. Im Ganzen giebt es also
2 . 2 = Qui1 .
Darstellungen einer solchen Zahl durch die obigen reducirten
Formen. Allein es bleibt noch zweifelhaft, durch welche der beiden
reducirten Formen die zu einer bestimmten Wurzel » gehorigen
beiden Darstellungen erfolgen; und eine &hnliche Frage wird jedes-
mal da auftreten, wo es mehrere nicht #quivalente Formen der-
selben Art giebt. In unserm Fall ist es nicht schwierig, diesen
Zweifel zu heben. T
Ist ndimlich die Zahl m darstellbar durch die Form (1, 0, 5),
also z. B. m = 2 + 542, so folgt hieraus m = 2? (mod. 5), d. h.
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m ist quadratischer Rest von 5; ist dagegen die Zahlm darstellbar
durch die zweite Form (2, 1, 3), also z. B. m = 222 4+ 2xy + 3y,
so ist 2m = 2z +y)?+5y? = (22 + y)? (mod. 5), und, da 2
quadratischer Nichtrest von 5 ist, so ist m ebenfalls quadratischer
Nichtrest von 5. Es tritt also hier die besonders einfache Erschei-
nung auf, dass alle Darstellungen einer Zahl entweder nur durch
die Form (1, 0, 5) oder nur durch die Form (2, 1, 3) geschehen, je
nachdem m quadratischer Rest oder Nichtrest von 5, d.h. je nach-
dem m = 4 1, oder = + 2 (mod. 5) ist. Hieraus folgen die spe-
ciellen Sétze:

Jede Primzahl von eciner der beiden Formen 20h + 1, 20k + 9
ist auf vier Arten dwrch die Form (1, 0, 5) darstellbar (welche we-
sentlich nur eine eingige Zerlegung in ein einfaches und ein fiinf-
faches Quadrat bilden); jede Primeahl von einer der beiden Formen
20k 43, 20h 47 ist auf vier Arten durch die Form (2, 1, 3)
darstellbar.

Beispiel 1: Ist m = 29, so sind =413 die beiden Wurzeln

der Congruenz #2 =—1>5 (mod. 29); die hieraus gebildete Form
(29, 13, 6) geht durch die Substitution
<— 1, +1
+2, —3

in die reducirte Form (1, 0, 5) iiber; durch Umkehrung dieser Sub-
stitution erhdlt man die Zerlegung

29 = 3245 .22

Beispiel 2: Fir m = 27 findet man » = 1 7; die beiden
entsprechenden Formen (27,7,2) und (27, — 7, 2) gehen beziiglich
durch die Substitutionen

(LX) wa (23)

in die reducirte Form (2, 1, 3) iiber; durch Umkehrung derselben
erhilt man daher die vier Darstellungen

27 =2 (T4 4+2(F4) (£ +3 & 1)
27 =2 (£3)2+2(£3) D) +3 (E1)?

von denen die beiden ersteren zu der Wurzel —|— 7, die beiden letz-
teren zu der Wurzel — 7 gehoren.
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