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Quadratische Formen. 173

wd—py =1
gendigen, so sind die beiden Formen dquivalent, und z2war geht die
erstere durch die Substitution (% 5) in die letztere diber.
Denn durch diese Substitution geht (a, b, ¢) in eine dquiva-
lente Form (a”, 5", ¢") iiber, und bezeichnet man mit &” ihre mit
@ gleichnamige Wurzel, so ist nach dem eben bewiesenen Satze

"
0 = “Z—-——_tzzf,, und folglich &' = "

da ferner der Voraussetzung nach o' mit @, folglich auch mit e”
gleichnamig ist, und da endlich (&, ¥, ¢') dieselbe Determinante
wie (a, b, ¢), und folglich auch wie (a”, ", ¢”) hat, so ist zufolge
der Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen (o, &', ¢’) identisch
mit (a”, 8", ¢”), d. h. (@, b, ¢) geht durch die obige Substitution in
(o, ¥, ) iiber.

Von besonderer Wichtigkeit fiir das Folgende ist die Betrach-
tung zweier benachbarien Formen (a,b,¢/) und (o', ', a "),Mm welchen
der Definition zufolge (§. 63) 63) die Summe b +5" éfurch o' theilbar,
also b + &' = — a'9 ist, und von welchen die ersterein die letztere
durch die Substitution (_1‘); ) tibergeht. Die gleichnamigen Wur-

zeln & und @' dieser beiden Formen héngen durch die Gleichungen

1, 1
©=0—c5 @ =50

zusammen.

§. 74.

Auch bei positiven Determinanten vergleicht man zwei For-
men, deren Aequivalenz beurtheilt werden soll, nicht unmittelbar
mit einander, sondern man transformirt jede von ihnen in eine
sogenannte reducwte\*j Form; der Begriff einer solchen ist aber
hier wesentlich verschieden von demjenigen, welcher frither (§. 64)
fiir negative Determinanten aufgestellt ist.

Eine Form (a, b, ¢) von positiver Determinante D heisst eine
reducirte Form, wenn, abgesehen vom Zeichen, thre erste Wurzel

*) Gauss: D. A. art. 1 3.



174 Vierter Abschnitt.
— b —VD

>1
¢ b

oY

thre zweite Wurzel

:”_JrLD<1

ist, und wenn ausserdem beide Wurzeln In_entgegengesetzte Zeichen
haben. T

Ziehen wir zuniichst einige Folgerungen aus dieser Erklirung.
Da die erste Wurzel numerisch grosser als die zweite, also auch
die Summe der beiden Grossen b und V. numerisch grosser als
ihre Differenz sein soll, so muss, da V.D positiv ist, auch b positiv
sein (nicht = 0); da ferner die beiden Wurzeln entgegengesetzte
Zeichen haben, so gilt dasselbe auch von den beiden Grossen

—@®+VD) wd —b+VD;
und da die erstere gewiss negativ ist, so muss die letztere positiv
sein; es ist daher

0<b<VD.

Bezeichnen wir ferner mit (c) wieder den absoluten Werth
des Coefficienten ¢, so muss also im algebraischen Sinne (d. h. mit
Riicksicht auf die Vorzeichen)

w >1 und 0 < —_b___'—_.@
(0 (c)

d. h. es muss-

< 1,

0<VD—b<()<¥VD+Db

sein; und umgekehrt leuchtet ein, dass jede Form (a, b, ¢), deren
Coefficienten diesen letzteren Ungleichungen geniigen, sicher eine
reducirte Form ist, weil aus ihnen riickwirts die urspriinglichen
Bedingungen sich ableiten lassen.

Aus der Definition ergeben sich noch weitere Folgerungen.
Da D =??—ac und b2 < D ist, so miissen ¢ und ¢ entgegen-
gesetzte Zeichen haben; da ferner die erste Wurzel und ¢ eben-
falls entgegengesetzte Zeichen haben, so hat die erste Wurzel
dasselbe Vorzeichen wie der erste COefﬁment y_der Form. Nun
hat ferner die zweite Wurzel das entgegengesetzte Zeichen der
ersten Wurzel, also dasselbe Vorzeichen wie der dritte Coefficient
¢ der Form, was sich unmittelbar auch daraus ergiebt, dass VD—- b
positiv ist.
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Fiir den absoluten Werth des ersten Coefficienten a gelten
dieselben Bedingungen, wie fiir den von ¢; denn da

D = b2+ (a) (c),

also
(VD +b) (VD—b)

= ©

ist, so ergiebt sich aus den Bedingungen
YDib 1, 0< ¥D—b 1,

(¢) (c

dass
(@) > VD —b, und (a) < VD +0

ist ). e e

Fiir das Folgende ist noch der specielle Fall bemerkenswerth,
in welchem

VD—(a) < b < VD und (¢) = (a)
ist; aus diesen Bedingungen kann man nimlich stets schliessen,
dass die Form (q, b, ¢) reducirt ist, obwohl die Umkehrung nicht
gestattet ist. In der That, giebt man diesen Bedingungen die
Form
0<VD—b < (@) = (o)
so ergiebt sich zunichst, dass die zweite Wurzel
—b04+ VD
¢
numerisch < 1, ferner dass die erste Wurzel
—b—VD a
c T VD—9
numerisch > 1 ist. Hieraus folgt weiter, wie oben, dass & positiv
ist, weil V.D + b numerisch grosser als V.D—b ist; und folglich
haben, da ausserdem b < VD ist, beide Wurzeln entgegengesetzte
Zeichen. Also ist die Form gewiss eine reducirte.

*) Dasselbe ergiebt sich unmittelbar daraus, dass die erste Wurzel einer
Form (a, b, ¢) der reciproke Werth der zweiten Wurzel ihres Gefihrten
(¢, b, a) ist; mithin sind entweder beide Formen reducirt, oder beide nicht
reducirt.



