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(Quadratische Formen. 177

Beispiel 3: Fiir D = 35 ist A = b5; also bilden wir die Ta-
belle

b =1; 34 giebt keine Zerlegung;

b=2; 31 , ” ”
b;3; 26 , ” ”
b=4; 19 , , "

b=25; 10=1.10 = 2 . b;
wir erhalten daher 8 reducirte Formen:
(£ 1,5 F 10), (&2, 5, F 5);
(+ 10, 5, F 1), (+ 5, 5, F 2).
Beispiel 4: Tiir D = 79 ist 2 = 8; wir bilden dahel folgende
Tabelle:
b = 1; 78 giebt keine Zerlegung;
b=2;7% , ” ”
bh=3;70="7.10;
b=4;63=7.9;
b=2>5;54=26.9;
b = 6; 43 giebt keine Zerlegung;
b=17;30=2.15=3.10=5. 6;
b=28;15=1.15=3.5;
wir erhalten daher 32 reducirte Formen:
7.3, F 10), (7,4, F 9, (6,5 F9), (+2,7, T 15),
Ch 3 1 F 10) (5,7, F 6), (18, F 19) (£ 3,8, F )
und
(10,3, F 7). (+94F7, & 95 F6), (F 157, F2),«
(10,7, F 3), (£ 6,7, F 5), (£ 15,8 F 1), (£ 5,8, F 3).

§. 6.

Aehnlich wie bei negativen Determinanten (§. 64) beweisen
wir auch die Richtigkeit des folgenden Satzes™):

Jede Form wvon positiver Determinante ist einer. reduczrten
Form dquivalent.

Bezeichnen wirglie gegebene Form von positiver Determinante

*) Gauss: D. A. art. 185
Dirichlet, Zahlentheorie. 12



178 Vierter Abschnitt.

D mit (a, b, &'), so suchen wir eine ihr nach rechts benachbarte
Form (o, %', @) so zu bestimmen, dass

VD —(a) <V < VD
wird. Da zufolge der Erkldrung einer benachbarten Form der
mittlere Coefficient »’ jeden Werth erhalten kann, welcher = — b
(mod. ') ist, und keinen andern, so fragt sich nur, ob zwischen
den Grenzen VD — (/) und VD stets ein solcher Werth existirt;
dies ist offenbar der Fall, da die simmtlichen zwischen diesen bei-
den Grenzen enthaltenen ganzen Zahlen

At+1—(d), A+2—(@)...4—1, 4
ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modulus o' bilden;
aus demselben Grunde ergiebt sich, dass nur eine einzige solche
Zahl b’ existirt. Nachdem 3’ — — b —a’ 0 bestimmt ist, geht die
Form (a, b, ) durch die Substitution (_J}) in die benachbarte
Form («/, o', ") iiber, deren Coefficienten af, &' der obigen Be-
dingung Geniige leisten. Findet sich nun, dass zu gleicher Zeit
(a") = (a') wird, so ist nach dem am bchlusse des §. 74 besonders
hervorgehobenen speciellen Fall die gefundene Form (a/, ¥, a”)
eine reducirte. Ist dagegen
(@) > (a"),

so verfahre man mit der gefundenen Form (a’, %', a”) genau so wie
mit der gegebenen Form, d. h. man bilde die ihr nach rechts be-
nachbarte Form (a”, ", ¢’'"), in welcher

VD—(a") <¥' < VD
ist, und welche gewiss eine reducirte ist, wenn (@) = (a”) ist.
Sollte aber wieder

((I;N) > (alll)

sein, so setze man denselben Process in derselben Weise fort; da
unter einer gegebenen positiven Zahl (¢') nur eine endliche An-
zahl von ganzen positiven Zahlen liegt, so muss man nach einer
endlichen Anzahl von Transformationen durchaus zu einer Form
(am, b, a=+V), in welcher sowohl

VD —(a™) < b™ < VD

(atr+D) = (a™)

ist, also zu einer reducirten Form gelangen, yas zu beweisen war.
Es ¥erdient bemerkt.#m werden, dass bei diesem Process nicht
gerade erst die letzte Form eine reducirte zu sein braucht, denn

als a
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es giebt reducirte Formen, in welchen die Bedingungen des be-
sondern hier benutzten speciellen Falles nicht erfiillt sind. Von
grosserer Wichtigkeit ist es aber, besonders darauf aufmerksam zu
machen, dass durch den angegebenen Process auch jedes Mal eine
Substitution gefunden wird, durch welche die gegebene Form in
die reducirte Form iibergeht, und zwar erhélt man diese Substi-
tution durch Composition der successiven Substitutionen, welche
in*dem Processe auftreten. Der Algorithmus selbst ist durchaus
nicht beschwerlich (vergl. §. 64), wie folgende Beispiele zeigen.

Beispiel 1: Die Form (4, 6, 7) hat die Determinante D — 8;
es ist also A = 2. Unter den Zahlen

—4, —3, —2, —1,0, 1, 2

ist ' = 1= — 6 (mod. 7); dies giebt die benachbarte Form
(7, 1, — 1), welche noch nicht reducirt ist. Da (a”) =1 ist, so
ist b = 4 = 2, und folglich erh#lt man die benachbarte Form
(—1, 2, 4), welche wirklich reducirt ist. Durch die Substitution
o) ()= £ geht die gegebene Form in die gefurtdene
iiber.

Beispiel 2: Die Form (713, 60, 5) hat die Determinante
D = 35; man findet nach der angegebenen Methode die nach
rechts benachbarte Form (5, 5, — 2), und zu dieser wieder die Form
(—2, 5, 5), in welcher deg.Jetzte Coefficient-in der That grosser ist
als der erste. In diesem Beispiel ist aber auch schon die vorher-
gehende Form (5, 5, —2) reducirt. Die gegebene Form geht durch
die Substitution (_9 *,3) in (5, 5, — 2) und durch die Substitution

(-0 13 (235 =0 £et) in (—2, 5, B) iiber.

Beispiel 3: Die Form (62, 95, 145), deren Determinante
D = 35, geht durch die folgenden successiven Substitutionen

( 0,1) < 0,1) ( 0,1 ( 0,1)
—1,0)"\—1,2/)"\—1,2)" \—1, 4
successive in die Formen

(145, — 95, 62), (62, —29, 13), (13,3, —2), (—2,5,5)
iiber, von denen erst die letzte reducirt ist; die Zusammensetzung
dieser Substitutionen giebt die Substitution (73 *'7), durch' welche
(62, 95, 145) in (— 2, 5, 5) iibergeht.



