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182 Vierter Abschnitt.

cirte Form eine und nur eine nach links benachbarte reducirte
Form besitzt. Doch ist es bequemer, diesen Fall auf den eben be-
handelten durch die einleuchtende Bemerkung (§. 74 Anm.) zuriick-
zufithren, dass die beiden Formen (a,b,a') und (¢',b, @) gleichzeitig
reducirte, oder gleichzeitig nicht reducirte Formen sind. Wenn
nun die reducirte Form (¢, b, @) eine nach links benachbarte und
ebenfalls reducirte Form (', 'b, a) besitzt, so hat die reducirte
Form (a¢/, b, a) die nach rechts benachbarte Form (a, ‘b, ‘a),
welche ebenfalls reducirt ist; und umgekehrt, sobald die Form
(a, 'b, 'a) der reducirten Form (', b, @) nach rechts benachbart
und zugleich reducirt ist, so ist die Form ('«, '6, ) ebenfalls redu-
cirt und der Form (¢, b, ¢’) nach links benachbart. Da wir nun
gesehen haben, dass eine reducirte Form (', b, @) immer eine und
nur eine nach rechts benachbarte reducirte Form (a, b, '«) hat,
so folgt:

Jede reducirte Form (a, b, ') besitzt stets eine und wur eine
nach links benachbarte reducirte Form ('a, 'b, a).

Ed

§ 78.

Aus den soeben bewiesenen Sétzen iiber die nach rechts und
links benachbarten reducirten Formen ergiebt sich, dass man
simmitliche reducirte Formen einer positiven Determinante D in
Perioden™) eint n kann, die auf folgende Weise zu bilden sind.
Man wihle irgen{ggpine redu01rte Form goo und bilde die nach rechts
und links fortgesetzte Reihe

c P2y Py, Poy P15 P2 ...
der successiven nach rechts und nach links benachbarten redu-
cirten Formen, welche durch das eine Glied ¢, vollstindig be-
stimmt sind. Da es nur cine endliche Anzahl von reducirten
Formen der Determinante D giebt, und die ersten Coefficienten
zweier auf einander folgenden Formen stets entgegengesetzte
Zeichen haben, so muss einmal aufeine Form g, dieser Reihe nach
einer geraden Anzahl 2% von Gliedern eine mit ¢, identische
Form Pt 2n folgen; und da eine Form ¢, oder s, nur eine

R
*) @Qauss: D. A. art. 186,
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einzige nach rechts, und nur eine einzige nach links benachbarte
reducirte Form besitzt, so miissen auch die beiden Formen Pus1
und Pu414205 €benso die beiden Formen Pu—1 und Pu—1420, und
also auch allgemein je zwei Formen dleser Reihe 1_dent1sch sein,
deren Indice§ dieselbe Differenz 2 haben. In der ganzen Reihe
sind daher hochstens 2# verschiedene Formen

‘Po, (pla % . ¢2n——27 ‘n—l;
und diese werden in der That alle von einander verschieden sein,
wenn keine der Formen g¢,, Py - - q)z,,_z mit,_g, identisch ist;
denn wiren @, und @, sy zwei identische Formen, so miisste
auch @gy mit @, identisch sein. Nehmen wir also an, dass 2n
die Anzahl der wirklich verschiedenen Formen dieser Reihe ist,
so besteht dieselbe aus einer nach beiden Seiten sich unendlich oft
periodisch wiederholenden Folge dieser 2% Formen; je zwei Formen .
¢y und @,, deren Indices eine durch 2# theilbare Differenz y— v
haben, sind identisch; und umgekehrt, sind die Formen Pu und
@, identisch, so ist ¢ = v (mod. 2 »).

Es kann nun sein, dass diese 2n Formen alle reducirten For-
men der Determinante D erschopfen; aber es ist auch moglich,
dass ausser ihnen noch andere reducirte Formen derselben Deter-
minante existiren. Im letztern Fall sei ¢, eine solche, in der obi-
gen Periode nicht enthaltene reducirte Form, so entspricht ihr
ebenso eine Periode von 2m unter einander verschiedenen Formen

¢0a 1111, 1”2 LA 7/)2m—-27 ¢2m—l;
alle diese Formen der zweiten Periode werden auch von denen der
ersten verschieden sein; denn bestissen beide Perioden eine ge-
meinschaftliche Form, so wiiren beide Reihen vollstiindig identisch,
da von dieser gemeinschaftlichen Form aus die Reihe nur auf gine
einzige Weise nach rechts und links fortgesetzt werden kann.

In derselben Weise kann man fortfahren, bis endlich alle re-
ducirten Formen in verschiedene Perioden eingetheilt sind; die An-
zahl der Perioden ist nothwendlg’eme endliche; die Anzahl der
Glieder kann in verschiedenen Perioden verschieden sein, jeden-
falls ist sie stets gerade *).

*) Von besonderem Interesse sind noch folgende Bemerkungen (Gauss:
D. A, artt. 187, 194). Wemn (a, b, c¢) eine reducirte Form ist, so gilt Das-
selbe von ihrem Gefihrten (c, b, a) (§. 74); sind die Perioden dieser beiden
Formen entwickelt, und die belden Formen selbst nach den Plitzen, wel
sie in diesen Perioden einnehmen, mit gy und vy bezeichnet, so leuchtet
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Beispiel 1: Wir haben (§. 75) das System der reducirten
Formen fiir die Determinante D — 13 aufgestellt; nehmen wir
z. B. fiir @y die Form (3, 1, —4), so erhalten wir folgende Periode
von zehn Formen

P =G, 1,—4); ¢ = (—4, 3, 1);,
P2 = (1,3, —4); @3 = (—4, 1, 3);
@y = (3,2, —3); 95 = (—3, 1, 4);
e = (4,3, —1); 9; = (— 1, 3, 4);
ps = (4,1, —3); @y = (—3, 2, 3).

ein, dass auch gu41 und yy—1, allgemeiner je zweiFormen gu4n und yy—p
R Gefiihrten sind, wo % jede helichige ganze Zahl bedeutet. Hicraus geht her-
“«¥gr, dass beide Perioden aus gleich vielen Gliedern bestehen werden.

"+ Es ist nun moglich, dass beide Perioden identisch sind, dass also yy
selbst ein Glied in der Periode der Form ¢y ist; und dann wird offenbar
der Gefahrte einer jeden Form dieser Periode ein Glied derselben Periode
sein. Ist nun ¢, der Gefihrte von ¢, so ist; weil die &usseren Coefficienten
einer reducirten Form entgegengesetzte Vorzeichen, und ausserdem die ersten
Coefficienten der auf einander folgenden Formen abwechselnde Vorzeichen
haben, nothwendig » ungerade = 2m —1; da nun ¢ und g@om—1 Gefahrten
sind, so gilt Dasselbe von ¢, und ¢om—1—a, also auch von ¢y und @m—1, und
ebenso, wenn 27 die Anzahl der Glieder der Periode bedeutet, von gm4n
und @m—1—n = @m4n—1; bezeichnet man daber irgend eine der beiden For-
men @m oder @gmiyn mit (4, B, C), so ist die ihr nach links benachbarte
Form identisch mit (C, B, 4), und folglich ist 2B = 0 (mod. 4), d. h.
@m und @min sind ambige Formen; und sie sind verschieden, weil m nicht
= m+4 n (mod. 2n) ist.

Umgekehrt, ist in einer Periode eine ambige Form (4, B, C) enthalten,
so ist ihr linker Nachbar ihr Gefihrte (C, B, 4), und folglich findet sich in
derselben Periode noch eine zweite ambige Form. Ausser diesen beiden
ambigen Formen ¢, und gmin giebt es aber keine andere ambige Form in
derselben Periode; denn, wenn gs eine ambige Form ist, 8o sind @s— und
¢s, und folglich auch g@os—1 und ¢, Gefihrten; mithin ist g@as—1 identisch
mit gam—1, folglich 2s = 2m (mod. 2n), also s = m, oder s = m-+ n
(mod. 2n). .

Dieser Fall kann offenbar nur bei der Periode einer solchen Form ein-
treten (§§. 56, 58), welche ihrem Gefihrten eigentlich und folglich sich
selbst uneigentlich dquivalent ist, d. h. wenn die Form einer sogenannten
ambigen Classe angehort. Dass umgekehrt jedes Mal, wenn diese Bedingung
erfilllt ist, die Periode der Form auch ihren Gi#fihmten und folglich zwei
ambige Formen enthalten muss, ist eine unmittelb##€¥Folge des weiter unten
(§: 82) bewiesencn Hauptsatzes dieser ganzen Theerie. — Man vergleiche die
Beispiele im Text.
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Diese Rechnung geschieht am einfachsten auf folgende Art;
um aus der reducirten Form (a, b, «') die ihr nach rechts benach-
barte reducirte Form (¢, ¥', ") zu finden, braucht man nur ihren
mittlern Coefficienten 4’ zu suchen, welcher durch die Bedingung
V) = —b—a'0 = —b (mod. ¢') und die Nebenbedingungen

A1 —(@)=b <1

stets vollstindig bestimmt ist und durch den blossen Anblick der
Form sogleich erkannt wird. In unserm Fall ist 4 — 3; man
findet daher den mittlern Coefficienten &’ der Form ¢; durch die
Bedingungen

V=—1(mod 4), 00 <3,
ndamlich ' = 3. Und nachdem so & und 6 =1 gefunden smd
ergiebt sich .

2 hogs
a”*b 7 D—a-{—(b—-b)@ =

also in unserm Kall ¢ = 1. In derselben Weise ist fortzufahren,
bis die erste Form ¢, sich reproducirt; in unserm Beispiel wird
der mittlere Coefficient von ¢y dadurch bestimmt, dass er = — 2
(mod. 3) sein, und ausserdem nicht ausserhalb der Grenzen 1 und
3 liegen muss, woraus folgt, dass er = 1 ist; also wird ¢,, iden-
tisch mit @,.

Die so gefundenen zehn urspriinglichen Formen der ersten
Art erschipfen aber noch nicht alle reducirten Formen der De-
terminante 13; es bleiben noch zwei urspriingliche Formen der
zweiten Art iibrig o

¢0=(2 3_2)) 11’1“—‘(*‘2 3 )7
welche offenbar noch eine zweite Perlode bilden.

Beispiel 2: Fiir D = 19 erhalten wu folgende zwei Perioden,
jede von sechs Gliedern:

Po = (37 2’ —5)) P = ('_ 57 3, 2)
Py = (2? 37 —5)2 Q; = (_57 27 3)
q)4:(31 4’—1)) (P5=(—1, 4, 3)

und
Yo Y, = (5 3, —2)
L) Py = (5a 2, — 3)
Yy = Y = (1, 4, _‘3)



