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Beispiel 3: Fir D = 35 erhiilt man folgende vier Perioden,
jede von zwei Gliedern:
Po = ( 1, 5, ""10)7 P = (—10, 5, 1)
'4’03': (10, 5, — l)a Py = ('—' 1, 5, 10)
w=02%5=25), pn =(—55 2)
O = (55 —2), 6 =(— 2,5, 5).
Beispiel 4: Die 32 reducirten Formen der Determinante
D = 79 zerfallen in vier Perioden von je sechs Gliedern und zwei
Perioden von je vier Gliedern; eine der sechsgliedrigen Perioden
ist folgende:
T Qo = (¥, 3, —10); @, = (—10,7, 3)
Py = (37 8, — 5)7 Ps = (_ 5, 7, 6)
Py = (67 5, — 9)3 P5 — (— 9, 4, 7)’

“aus ihr entstehen die drei anderen durch Vertauschung der dusseren
Cosfficienten (womit die Vertauschung von rechts nach links in der
Folge der Glieder verbunden ist), ferner durch Verwandlung der
Vorzeichen der &dusseren Coefficienten in die entgegengesetzten.
Eine der beiden viergliedrigen Perioden ist

‘pO == (13 83 '_15)7 wl == (_ 157 7? 2)
aus ihr entsteht die andere durch die Zeichendnderung der #Hus-
seren Coefficienten.

reducirten Formen von positiver Determinante stehen in der eng-
sten Beziehung zu der Entwicklung der Wurzeln dieser Formen in
Kettenbriiche. Nehmen wir fiir die Anfangsform @, einer Periode
immer eine solche, deren erster Coefficient positiv ist, so ist auch
ihre erste Wurzel w, positiv. Wir bezeichnen mit w, die erste
Wurzel der Form ¢, mit §,, den v1erten Qoefﬁ(uenten der Sub-

stitution -
(-%4, 1)
—1,
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durch welche ¢, in die nach rechts benaehbarte Form ¢, uberr
geht, und endlich mit %, den absoluten Werth von d,. Da (nach
§.77) der Coefficient 0, seinem Zeichen nach mit e, iibereinstimmt,
und dem absoluten Werth nach die grosste in dem absoluten Werth
von @, enthaltene ganze Zahl ist, und da die Wurzeln y, @, @, ..
abwechselnd positiv und negativ sind, so ist (— 1) @, stets positiv,
und folglich

ky = (— 1M 0y;
zwischen den successiven Wurzeln Oy, Dygr - - - bestehen aber fol-
gende Relationen (§. 77):

1 1

0, = 0y—

) Oy = 6u+1 -

o

@y t1 Dy+2 .
multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit + 1, F1
w s. w. der Art, dass die linke Seite stets positiv wird, so er-
hélt man

: 1 i
F w‘u+1’ i 0Dy to ' zé‘él
und hieraus ergiebt sich fiir den positiven irrationalen unechten
Bruch (— 1)# @, der folgende unendliche Kettenbruch (§. 23):

(— 1)!’4 ﬁ)‘“ s (k‘u, ky-}-la ky+2 .« . .).
Offenbar ist dieser Kettenbruch periodisch; denn besteht die Pe-
riode der reducirten Formen ¢ aus 2n Gliedern, so ist 6‘u+2,,_—_5‘u

und also auch k0, = ky; es wiederholt sich daher die Reihe der
Zahlen ; immer nach hochstens 2% Gliedern von Neuem.

i w‘u - k‘u +

F oy = ku-l—l +
1 D

DBeispiel 1: Nehmen wir D = 13, so haben wir, um die erste
Wurzel @, der Form g, = (8, 1, —4) in einen Kettenbruch zu ent-
wickeln, ihre Periode aufzustellen (§. 78):

Qo= (3,1, —4); ¢ - —4, 3, 1)
9 = (1,3, —4); @, =4, 1, 3)
Py = (3,2, —3); @s=1(—31,4)
Qs = (4,3, —1); @ =(—1,3,4)
Ps = (47 1, ——3); Py = ("" 3, 2, 3);
die successiven Werthe der Substitutionscoefficienten & sind fol-
gende:
0 = +1, 61=—‘W62 =41 6=—1 §=+1,
0p = —1, 0 =46, 6—, =1 =41 0 =—1;
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daraus ergeben sich die absoluten Werthe

k():]., k1=6, k2:1, k(;,:l, k4:1,

k;,:l, kszﬁ, k";:I, k8:17 k..):‘.l,
Hier zeigt sich die eigenthiimliche Erscheinung, dass die Period
des Kettenbruchs nur aus fiinf Gliedern besteht, wihrend die Pe-
riode der Formen doppelt so viele Glieder enthélt; wir werden
spiter (§. 83) darauf zuriickkommen. Die gesuchte Kettenbruch-
Entwicklung ergiebt sich hieraus als die folgende:

14+V13

— 5 =0L6L1L1;1,611L1;...)

Ebenso liefern die beiden anderen reducirten Formen derselben
Determinante I = 13, nimlich

Py = (21 31 "2)) P = ("" 2) 37 2)
tolgende Werthe

0 =+3, 0, = —3,
also

ky = 3, k=3
und folglich

34+ V13

—i'—2——.= (3; 355
auch hier ist die Periode des Kettenbruchs nur halb so gross wie
die der reducirten Formen.

Beispiel 2: TFir D = 19 giebt die sechsgliedrige Formen-
periode
P = (3,2, —5); ¢ =1(—5,3,2)
P2 = (2,3, —D); @3 =(—5,2,3)
Pr=(4 —1); ¢s=(—143)
die Zahlen o
Op=+1,0 =—3, 0, =+4+1,0, =—2, 0,=+48, 0 =—2;
ko =1, k=3, k=1, k=2 k=8, k=2;
also

nywqu&Lz&m.q
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Beispiel 3: Fir D = 79 giebt die sechsgliedrige Periode
‘po = (7, 3, '—10); ‘Pl = (_10, 7, 3)
P2 — (3’ 8a - 5)’ Qs — ("— 57 7, 6)
Py = (67 5a - 9)7 Q5 = (_ 9, 4, 7)
die Zahlen
60 =41, 61 =—35, 0, =43, 03 =—2, 64 =41, 63 =—1;
ko =17 kr; :5, kg :3, kg :2, k4 :17 k5 ':1;
also entsteht die Entwicklung
3+V79
10
Ebenso liefert die viergliedrige Periode
@ = (1,8, —15); @, = (—15, 7, 2)
@2 = (2,7, —15); @ = (—15, 8, 1)

= (1,532,1,1;...).

die Zahlen
0 =+1,0, =—7,0, =-+1, 03 =—16
ko =1,k =17k =1, k;, = 16;
also den Kettenbruch

8ﬁ¥@:4L1L1&“4

Zu gleicher Zeit findet man natiirlich auch die Entwicklung der
Wurzeln der drei anderen Formen

79
—Zigﬁ—:—{ZLlﬁlp.J
?+—1\5/B = (1,16, 1,7;...)

84+ V79
-——ir—==-U&LZ1+-J

durch einfache Verschiebung der Periode *).

*) Die Form 0, — D) ist der reducirten Form ¥y = (1, &4, 42— D)

dquivalent; die I Form der entsprechenden Periode ist offenbar gop—1
= (3 — D, 4, 1), und hieraus folgt eine Entwicklung von der Form
1

s = (ko . . . kn—2y kn—1, kn—2 . . . kg, 24; . . .) N
D —2
und v %
VD = (A; ko -+« kn—g, kn—1, kn—2 . . . kg, 24; .. .),

Eine #hnliche Entwicklung tritt jedes Mal auf, wenn in der Periode
zwei ambige Formen vorkommen (§. 78).



