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§. 80.

Es bleibt nun noch die schwierigste Frage zu beantworten
ibrig, ndmlich die, ob zwei reducirte Formen derselben Deter-
minante, welche verschiedenen Perioden angehoren, Hquivalent
sein kinnen oder nicht. Dazu miissen wir eine Digression iiber
die Theorie der Kettenbriiche machen, in welcher wir einige weni-
ger bekannte Sitze iiber dieselben beweisen wollen.

tin Kettenbruch (a, b, ¢, d . . .), dessen simmtliche Elemente
@, b, ¢, d . .. positive ganze Zahlen sind (mit Ausnahme des ersten
a, fir welches auch der Werth Null gestattet ist), soll im Folgen-
den ein regelmdssiger heissen; der Werth eines solchen endlichen
oder unendlichen Kettenbruchs ist bekanntlich stets positiv, und
umgekehrt ist bekannt, dass jeder positive Werth stets und nur
‘auf eine einzige Weise in einen regelmiissigen Kettenbruch
verwandelt werden kann. Sehr wichtig fiir unsere Zwecke ist
nun die Umwandlung eines unregelmdssigen unendlichen Ketten-
bruchs

(e, By .o vy Dy oo U, 0.,

dessen Elemente ganze Zahlen und zwar von einem bestimmten p
ab simmtlich positive ganze Zahlen sind, in einen regelméssigen.
Es wird sich zeigen, dass bei dieser Umwandlung alle Elemente
", ¥ . .. von einem bestimmien, in endlicher Entfernung liegenden,
Element w ab unverdndert bleiben, und dass die Differenz zwischen
der Anzahl der geinderten und der Anzahl der sie ersetzenden
Elemente eine gerade oder ungerade Zahl ist, je nachdem der Werth
des ganzen Kettenbruchs positiv oder negativ ist.

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es sei v das letzte nicht
positive Element des Kettenbruchs, und wir setzen ausserdem zu-
néchst voraus, dass » nicht das erste Element des ganzen Ketten-
bruchs ist. Wir suchen nun die Unregelméssigkeiﬁes Kettenbruchs

4 von dieser dussersten Stelle v zu entfernen ut® um mindestens
eine Stelle weiter nach links, zu dringen.

ﬁ Hierzu brauchen -wir offenfar nur den unendlichen Ketten-

*bruch (4, v, p, ¢ . ..) zu betrachten, den wir auch in endlicher
Form (, v, p') oder (g, v, p, ¢') oder (u, v, p, g, #') w.8. w. schreiben
konnen, wenn wir die unendlichen regelmissigen Kettenbriiche



Quadratische Formen. 191

pgr,s..), (grs...), (r,s...)uws w
zur Abkiirzung mit p’, ¢/, #' u. s. w. bezeichnen. Wir haben nun
folgende Fille zu unterscheiden.

1. Ist » == 0, so ist
(0, 0p)=p+p =w+p+ %
oder also
(0, ps ¢) = (0 +p, 45

es ist also die Unregelmissigkeit von der Stelle » =— 0 um min-
destens eine Stelle nach links gedringt, und zugleich ist an Stelle
der abgeéinderten drei Elemente u,0,p das einzige Element u+p
getreten.

2. Ist v negativ = —m, und » >1, so erhdlt man mit Be-
nutzung der Identitét

(9,—h) =(@9—11h—1)
folgende successive Umformung:

*1 1
(u, —n, p) =<u, ——n—!—p) = (y——l, 1,n—1— 17)

. =@—11Ln—1, —p)
und hieraus durch nochmalige Anwendung derselben Identitit

@ —npqd)=@w—11Ln—21p—1)

=@—1,1,n—21p—1,¢).
An Stelle der drei abgeéinderten Elemente g, —#, p sind die fiinf
Elemente p —1, 1, n — 2, 1, p —1 getreten, und von diesen ist
hochstens das erste negativ. Sollte ferner » — 2 odeg p — 1, oder
sollten beide Zahlen = O sein, so wird man durch einmalige oder
zweimalige Anwendung der unter 1. aufgestellten Regel alle Ele-
mente, ‘mit Ausnahme des ersten, in positive verwandeln; auch
dann wird der Unterschied zwischen der Anzahl der abgeinderten
und der Anzahl der dieselben etsetzenden Elemente eine gerade
Zahl bleiben, und die Unregelméssigkeit ist mindestens um eine
Stelle nach links verschoben.
3. Ist v = —-‘ so ist die eben angegebene Regel nicht an-

wendbar; wenn gleichzeitig p > 1, so findet man

@ —1p¢)=E—2%1p—24);
sollte p = 2 sein, so hat mah wieder nach der unter 1. aufge-

stellten Regel zu verfahren.”Ist aber p = 1, so hilft diese Formel
Nichts; dann ist aber
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(("7 —1,1, Q') = '—1—ql
und folglich
(,—1, 1, ¢, 7 8’) - (&‘——2—% I, r—1, S');
und sollte » = 1 sein, so wiirde man wie in 1. verfahren.

Auf diese Weise ist in allen Fillen ohne Ausnahme die Un-
regelmassigkeit des Kettenbruchs von der Stelle v um mindestens
eine Stelle weiter nach links gedringt, und zugleich ist der Unter-
schied zwischen der Anzahl der abgeinderten und der Anzahl der
sie ersetzenden Elemente jedes Mal eine gerade Zahl. Durch
successive Anwendung desselben Verfahrens wird man daher den
urspriinglich gegebenen Kettenbruch

By . comvypgyr... 6Luwv...)
in einen andern
(ybye...Luov...)

umformen konnen, in welchem alle auf das erste folgenden Ele-
mente b, ¢ . .. positive ganze Zahlen sind, welche von einer in
endlicher Entfernung liegenden Stelle 4 an mit den Elementen des
gegebenen Kettenbruchs iibereinstimmen; und zwar wird der Unter-
schied zwischen der Anzahl der abgeéinderten Elemente

OBy v p g ..t
und der Anzahl der sie ersetzenden Elemente
o, bye... k1
eine gerade Zahl sein, weil dasselbe bei jedem einzelnen Act der
gesammten Umformung Statt findet.

Ist nun-o' positiv oder = 0, so ist die Umformung vollendet,
und der Werth des Kettenbruchs ist positiv; ist dagegen o' negativ
= —a, 80 ist der Kettenbruch negativ, und zwar

=—@—1,1,0—1,¢c...)
oder, wenn b = 1 sein sollte, ,
‘ =—(—1,ct+1,d...).
Bei diesem letzten Act ist die Anzahl der abgeinderten Elemente
um eine Einheit kleiner oder grosser als dig:Anzahl der sie er-
setzenden Elemente; und hiermit ist der letzte Punct unserer obigen
Behauptung nachgewiesen.



