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§. 82.

Nachdem auch dieser zweite Punct aus der Theorie der Ketten-
briiche behandelt ist, schreiten wir zur definitiven Entscheidung
der Frage, ob zwei verschiedene Perioden von reducirten Formen
einer positiven Determinante iquivalente Formen enthalten konnen.
Es seien daher (a, b, ¢) und (4, B, C) zwei reducirte (eigentlich)
fiquivalente Formen; da alle Formen einer und derselben Periode
einander stets fiquivalent sind, so kinnen wir annehmen, dass die
ersten Coefficienten a, 4, und folglich auch die ersten Wurzeln
dieser beiden Formen positiv sind, weil im entgegengesetzten Fall
die unmittelbar benachbarten Formen diese Kigenschaft besitzen
wiirden. Bezeichnen wir (a, b, ¢) mit @y und (4, B, C) mit @,
und bilden wir fiir jede dieser beiden Formen (nach §. 78) die sie
enthaltende Periode, so erhalten wir dadurch fiir die ersten Wur-
zeln @y, &, dieser beiden Formen die regelmissigen Kettenbriiche

@y, = (koy, by k2 .. ),
Ly = (K K, K, . . ).

Ist nun (% £) eine Substitution, durch welche @, in @, iibergeht,
so besteht zwischen den ersten Wurzeln w,, £, die Relation

o — y+ 08,
. ° o+ B8’
und ausserdem ist
wd—fpy = 1.

Da ferner « nicht=0 sein kann, weil sonst 4 —=¢, also 4 negativ
wiire, so kann man nach dem so eben bewiesenen Satze
= ,mmn...rp Q)
und also auch
97():(7,777&’""'7" 5'7 E)a Kh K‘.’ ) )

setzen, und in diesem unendlichen Kettenbruch, welcher wenigstens
von der Stelle K, ab keine Unregelmissigkeit enthélt, ist die An-
zahl der Elemente 9', m, n...r, 8 eine gerade=2¢. Ist B’ positiv,
so ist, da @, > 1 ist, auch ¢’ positiv, also der Bruch regelmiissig.
Ist aber #'= 0 oder negativ, so forme man den Kettenbruch nach
den obigen Regeln (§. 80) in einen regelmiissigen um; nimmt man
u hinreic%end gross, so werden die Elemente KM’ K:,HJ ... bel
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196 Vierter Abschnitt.

dieser Umformung ungeiindert bleiben, und die Anzahl v der Ele-

mente, welche an die Stelle der vorhergehenden (2 ¢ 4 w) Elemente
Yimn ..., K ... Ky

treten, wird = u (mod. 2) sein (nach §. 80), da der Werth des

ganzen Kettenbruchs positiv ist. Da nun @, nur auf eine einzige

Weise als ein regelmiissiger Kettenbruch dargestellt werden kann,

s0 miissen die Zahlen

KH’ 'K"H'l’ K‘u+2 .....
resp. mit den Zahlen

Eyy byyry Bygay oo v -
identisch sein. Ist daher g 4+ % ein Multiplum von der Anzahl der
Formen, welche die Periode der Form ®, bilden, und also eine
gerade Zahl, so ist auch v 4+ h eine gerade Zahl = 2m, und die
Zahlen

I{‘u+m Ku+h+17 Ky-{-h-pﬂ LR
stimmen mit den Zahlen
KOa Ifh K‘.‘ LR

und diese folglich mit den Zahlen

komy komsrs kamss - - -
iiberein. Hieraus folgt unmittelbar
£y = (k2ma k2m+1 .. ) = @93

und da durch ihre erste Wurzel auch stets die Form vollstindig
charakterisirt ist (§. 72), so schliessen wir hieraus, dass die Form
@, mit der Form ¢,,, identisch sein muss, dass also @, sich in der
aus @, entwickelten Periode befinden muss. Wir haben so folgen-
den Hauptsatz™) gewonnen:

Zwer dquivalente reducirte Formen wvon positiver Determinante
gehiren einer und derselben Periode am; zwei reducirte Formen
konnen nicht dquivalent sein, wenn sie verschiedenen Perioden an-
yehiren.

Mit Hiilfe dieses Satzes ergiebt sich nun eine Methode, um
zu priifen, ob zwei gegebene Formen von gleicher positiver De-
terminante dquivalent sind oder nicht. Man suche (nach §. 76)
zu jeder der beiden Formen eine ihr dquivalente reducirte Form;
je nachdem die so gefundenen reducirten Formen derselben oder
verschiedenen Perioden angehoren, sind die gegebenen Formen

*) Gauss: D. A. art, 193. ol



