C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Vorlesungen Uber Zahlentheorie

Autor: Dirichlet, Peter

Verlag: Vieweg

Ort: Braunschweig

Jahr: 1871

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Goéttingen
Werk Id: PPN30976923X

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN30976923X

OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=30976923X

LOG Id: LOG_0091

LOG Titel: 8. 83. Losung der Pell'schen Gleichung fur positive Determinanten in positiven Zahlen durch die Betrachtung der
Perioden der reducirten Formen.

LOG Typ: chapter

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

Quadratische Formen. 197

aquivalent, oder nicht Hquivalent. Im erstern Fall ergiebt sich
offenbar zugleich eine Substitution, durch welche die eine Form
in die andere iibergeht (vergl. §. 66).

Beispiel: Die beiden gegebenen Formen seien (713, 60, 5)
und (62, 95, 145), welche dieselbe Determinante DD — 35 haben.
Die erste geht durch die Substitution (_{ *,})in diereducirte Form
(5, 5, — 2), die zweite durch die Substitution (7 *'?) in die redu-
cirte Form (— 2,5,5) iitber (§. 76). Diese beiden reducirten Formen
gehoren aber derselben zweigliedrigen Periode (5,5,— 2), (— 2,5, 5)
an, und zwar geht die erstere durch die Substitution (_$ ;) in die
letztere iber. Mithin sind die beiden gegebenen Formen (7183, 60, 5)
und (62, 95, 145) fquivalent, und da (=} ='3) die inverse Substi-
tution von (73 *'7) ist, so geht die erstere dieser beiden Formen
durch die Substltutlon (48 () (T2 = (Fa 7o) in die
letztere iiber.

§. 83.

Durch unsere letzten Untersuchungen ist das erste der beiden
in §. 59 aufgestellten Hauptprobleme auch fiir Formen von positiver
Determinante gelost; das zweite haben wir in §. 62 auf die Auf-
16sung der unbestimmten Gleichung

12— Du? = ¢2
zuriickgefithrt, und es bleibt daher, um in der Theorie der Formen
von positiver Determinante zu demselben Abschluss zu kommen,
wie frither fiir negative Determinanten, nur noch iibrig, diese
Gleichung fiir jeden positiven (nicht quadratischen) Werth der
Determinante D vollstindig aufzulosen. Fermat hat diese Glei-
chung dep Mathematikern zuerst vorgelegt, worauf ihre Losung
{Bplinder Pell angegeben wurde; allein obwohl seine
Losung in jedem Fall wirklich giebt, so lag doch in

1 leichung ausser der evidenten Auflosung ¢t = + o,
# == 0 noch andere Auflosungen besitzt. Diese Liicke ist erst von
Lagrange *) ausgefiillt, und hierin besteht wohl eine der bedeutend-

un Probléme d’Arithmétique, Miscellanea Taurinensia,
Tom. IV. (&R s de Lagrange, publ. par Serret, T. I. 1867. p. 669.) —

-
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sten Leistungen des grossen Mathematikers auf dem (ebiete der
Zahlentheorie, da die von ihm zu diesem Zweck eingefiihrten Prin-
cipien in hohem Grade der Verallgemeinerung fiahig und deshalb
auch auf dhnliche hohere Probleme anwendbar sind *).

Wir schlagen hier einen ganz andern Weg ein, der sich den
7unéichst vorangehenden Untersuchungen runmittelbar anschliesst.
Der Zusammenhang zwischen der obigen unbestimmten Gleichung
und dem zweiten Hauptproblem in der Theorie der Aequivalenz
war folgender. Ist (a, b, ¢) eine Form von der Determinante D
und vom Theiler ¢, und ist (% %) irgend eine eigentliche Substitu-
tion, durch welche (a, b, ¢) in sich selbst iibergeht so ist stets

t—obu cu aw s __t+bu
— —_— T

o = PR f=——, 7:67 P

¢’

wo t, u zwei der Gleichung
— Du? = ¢2

geniigende ganze Zahlen bedeuten; und umgekehrt, jeder Auflo-
sung ¢, # der unbestimmten Gleichung entspricht durch die vor-
stehenden Formeln eine Substitution (5 §), durch welche die Form
(@, b, ¢) in sich selbst iibergeht. Wir haben nun durch die letzten
Untersuchungen, wie sich gleich zeigen wird, ein Mittel gewonnen,
alle Transformationen (§; §) einer reducirten Form von positiver
Determinante D in sich selbst direct zu finden, und folglich kénnen
wir hieraus auch alle Auflésungen ¢,4 der unbestimmten Gleichung
ableiten. Wir schicken der Ausfiihrung dieser Untersuchung noch
eine Bemerkung iiber die Perioden der reducirten Formen voraus.

Wir wissen, dass die Reihe der positiven Zahlen %, welche die
Elemente des Kettenbruchs bilden, in den die erste Wurzel e,

Sur la solution des problémes indéterminés du second degré, Mém. de I'Ac.
de Berlin T. XXIII. (Euvres de L. T. II. 1868. p. 875.) — Additions aux
Elémens & Algébre par L. Euler §§. 11, VIII. — Das Verdignst® die tiefe
Bedeutung der Pell’schen Gleichung fir dle allgemeine Auflog
stimmten Gleichungen zweiten Grades zuerst dargethan zu en, gebithrt
Euler; man vergl.: De solutione problematum Diophanteordin per numeros
integros, Comm. Petrop. VL p. 175. De resolutione formuwlarum quadra-
ticarum tndeterminatarum per numeros integros, Nov. Comm. Petrop. IX.
p.3. De usu novi algorithmi in problemate Pelliano solvendo, Nov. Comm.
Petrop. XL p. 28. Nova subsidia pro resolutione formulae azax+1=yy,
Opusec. anal. I. p. 310. — Man vergleiche ferner Gauss: D. 4. nf‘%ﬁ 197 — 202.
*) Siehe Supplement VIIL

der unbe-
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einer reducirten Form ¢, entwickelt wird, eine gerade Anzahl von
Gliedern
ko, By ... kon—

enthiilt, nach welchen dieselben Glieder periodisch wiederkehren;
und zwar ist diese Anzahl 2 die der reducirten Formen, welche
mit ¢, in einer Periode enthalten sind. Wir haben aber oben’
(§. 79) an-einzelnen Beispielen gesehen, dass die Zahlen % aus
kleineren Perioden bestehen konnen; wir fanden z. B. aus der zehn-

gliedrigen Formenperiode der Determinante D = 13 folgende
Zahlen:
=41 0 =—6, =+1, &=—1, o =+1;
65:—17 66: +67 67 :‘—'17 68: + 1, 69:'_17
und also

ko =1 Fk =6, k=1 k=1 k=1;

und hierauf wiederholt sich schon dieselbe Reihe
b =1, k=26, k=1, Ikg=1, k =1

Es ist nun wichtig zu untersuchen, wann dies eintreten kann.
Es sei daher 2#n die Gliederanzahl der Formenperiode und m die
Gliederanzahl irgend einer Periode in der Reihe der Zahlen k.
Dann ist, indem wir die fritheren Bezeichnungen fiir die Formen
und ihre ersten Wurzeln beibehalten, wenn m gerade ist,

@ = Ky bngr -+ ) = (o, by . . .)

und folglich @, = @,, und also auch g, identisch mit ¢, und
daher nothwendig m ein Multiplum von 2 n; es existirt also jeden-
falls keine kleinere Periode von gerader Gliederanzahl als die der
ganzen Formenperiode entsprechende. Ist dagegen m ungerade,
so ist 2m ebenfalls die Gliederanzahl einer Periode in der Reihe
der Zahlen %, und folglich ist nagh dem eben Bewiesenen 2m ein
Multiplum von 2#, also m mindestens = n; der Fall, dass die
Periode der Zahlen % kiirzer ist als die aus 2# Gliedern beste-
hende Periode der Formen, kann also nur dann eintreten, wenn
n eine ungerade Zabl ist, indem dann, wie wir ja auch an dem
obigen Beispiel sehen, die Periode der Zahlen %k aus n Gliedern
bestehen kann; es ist dann @, = — @, und also ¢, = — ¢y, b,=1b,
@, = — ;. Doch muss man. sich hiiten zu glauben, dass diese
Erscheinung jedesmal wirklich eintreten muss, wenn n ungerade
ist; denn wir haben nur gezeigt, dass sie in diesem Fall allein
eintreten kamn. Fiir D=19 z.B. sind die beiden Formenperioden
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sechsgliedrig (§. 79), also ist » = 3; aber die Perioden der Zahlen
k sind nicht dreigliedrig, sondern sechsgliedrig *).

*) Die Erscheinung, dass die Kettenbruch-Entwicklung nur halb so lang
ist, als die Periode der Form, wird, wie oben gezeigt ist, nur dann eintreten,
wenn die Formen (a, b, ¢) und (— @, b, — ¢) dquivalent sind, und man er-
kennt leicht (aus §.82), dass sie dann auch stets eintreten muss. Fihrt man
nun die Untersuchung iber die Aequivalenz dieser beiden Fermen genau
ebenso durch wie in §. 62, so erhalt man das Resultat: Die Coefficienten
einer jeden Substitution ( ) durch welche eine Form (a, b, ¢) von der
Determinante D und vom Theiler ¢ in die Form (—a, b, —c) itbergeht,
sind in den Formeln

t—bu cu au t+bu

b=, p= o V=, = 1))

enthalten, wo ¢, u zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten
Gleichung

—Du? =—o* (1)
Geniige leisten; und umgekehrt, giebt es zwei solche ganze Zahlen ¢, u, so
liefern jene Formeln (I) stets eine Substitution von der angegebenen Be-
schaffenheit. Die erwahnte Erscheinung wird daher stets und nur dann auf-
treten, wenn die Gleichung (II) méglich ist; tritt sie daher in der Periode
irgend einer Form auf, so wird sie auch in allen Perioden derjenigen For-
men auftreten, welche zu derselben Ordnung gehéren (§. 61); ist ferner die
Gleichung $2— Du? = —1 mdglich, so wird sie bei allen Perioden dieser
Determinante D auftretem. Dies ist z. B. stets der Fall, wenn D = p2s+1
und p eine positive Primzahl = 1 (mod. 4) ist; denn sind T, U die klein-
sten positiven Zahlen, welche der Gleichung 72— DU? =1 geniigen
(§. 84), so ist T ungerade, U gerade, und

T—1 T+ 1 U
=20

da die beiden Factoren linker Hand relative Primzahlen sind, so ist einer
und nur einer von ihnen durch D theilbar; wire nun T'—1 = 2 Dyf?,
T+1 =292 U=2fg, so wire g2—Df2 =1, und f < U, gegen
die Voraussetzung; es muss daher 7'—1=2f2, T4 1=2Dg% U=2fy,
und also f2— Dg? —=—1 sein, w. z. b. w. Zugleich leuchtet ein, dass
T4+ UVD = (f+ g VD) ist, was nur ein specieller Fall eines allgemei-
neren Satzes ist.

Besonders interessante Resultate erhélt man, wenn man, falls die Glei-
chung (II) moglich ist, die Perioden von ambigen Formen betrachtet (§. 78).
Um uns auf den einfachsten Fall zu beschrinken, nehmen wir an, die Glei-
chung t2 — Du?=—1 sei moglich; ist nun 4 die grésste in VD enthaltene
ganze Zahl, also ¢y = (1, 4, 42— D) eine reducirte und zugleich ambige
Form, deren Periode 2 n Glieder enthalt (§. 79), so muss » ungerade =2m -1,
und ¢ = (—1, 4, D —22), also gan = (D — 42, 4, — 1) sein, und hieraus
folgt leicht, dass ¢m = (a, b, — a), gsmt1 = (—a, b, a), also D =a? | b?
ist, wo a ungerade und relative Primzahl zu b ist, weil ¢, eine urspriing-
liche Form der ersten Art ist. Da wir verhin geschen haben, dass dieser
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Um nun die unbestimmte Gleichung ¢2— Du? = 62 zu losen,
in welcher D eine beliebige nicht quadratische positive Zahl, und
entweder D) = 0 (mod. 6?), oder 4 D = 6? (mod. 4 6?) ist, nehmen
wir eine beliebige reducirte Form (a, b, ¢) von der Determinante
D und vom Theiler 6. (Dass eine solche stets existirt, leuchtet
aus §§. 61, 76 unmittelbar ein.) Wir nehmen ferner, was stets ge-
stattet ist, « positiv, und folglich ¢ negativ an; dann ist die erste
Wurzel @ dieser Form positiv, und folglich

@ = (k(}') kl LR kZhn—-27 k2hn—11 CO),
wo 24 die Gliederanzahl der Formenperiode, und % eine beliebige
positive ganze Zahl ist. Setzt man nun

4
{Z’ = (koy Ky ... k2lm——2); _ﬁ_ = (koy Ky ... Koan—1)

d. h. (nach §. 23)
o = [kl e k2)m—2]7 ﬂ = [kl o Foonn—sy k2hn-—1]a
vy = [koy Fy ... Koan—s)s 0 = [koy Ky ... Konn—sy Konn—),
so ist nach den schon ofter benutzten Sétzen «d — fy =1 und

o+ o =1k ... ki—2 kon—1, @]
) y+0o = [koy Ty« v - Konn—s, konn—1, CO]
und folglich .
Y+ 0w
o+ pa
woraus unmittelbar folgt (§. 73), dass die Form («, b, ¢) durch die
Substitution (§; §) in sich selbst iibergeht.

Setzt man daher fiir A der Reihe nach alle positiven ganzen
Zahlen 1, 2, 3 ..., so erhilt man durch die Zdhler und Nenner
der Niherungsbriiche vom Range 2Axn — 1 und 2 hn jedesmal eine
entsprechende Transformation (§; §) der Form (a,d,¢) insich selbst
(wenn n =1 ist und % = 1 genommen wird, hat man ¢ = 1,
B="Fk, y =k, 0 = kk + 1 zu setzen); die vier Coefficienten
o, B, y, 0 sind immer positiv, und da ausserdem mit wachsendem %
auch nothwendig die Zdhler und Nenner der Naherungsbriiche

= (km kl v 7‘727171—2- k2hn-——1’ ﬁ)) = o,

Fall stets eintritt, wenn D eine Primzahl = 1 (mod. 4) ist, so liegt hierin
ein neuer Beweis des Fermat’schen Satzes (§. 68), und zugleich eine directe
Methode, die Zerlegung einer solchen Primzahl D in zwei Quadrate aus der
Entwicklung von VD in einen Kettenbruch abzuleiten (vergl. Gauss: D. A.
art. 265; Legendre: Théorie des Nombres 8me éd. Tom.I. §. VIL (52)). Dies
Resultat steht in der engsten Beziehung zu der biquadratischen Hiilfs-
gleichung, welche bei der Theilung des Kreises in D gleiche Theile auftritt.



202 Vierter Abschnitt.

bestéindig wachsen, so entsprechen zwei verschiedenen Werthen
von h auch zwei verschiedene Substitutionen (“' ).

Umgekehrt wollen wir nun zeigen, dass man auf diese Weise
alle die Transformationen (“* ) der Form (a, b, ¢) in sich selbst
erhilt, in denen die vier (‘oefﬁclenten o, B3, v, 6 simmtlich positiv
sind. Denn es sei (y, #) eine solche Substitution, so ist (§. 73)

y+ow
a+po’

=1 und @0 =

also auch

Bar+4 (e —0)w—y =0,
und zwar missen dieser quadratischen Gleichung beide Wurzeln
der Gleichung geniigen. Da nun die eine zwischen 1 und 4 o,
die andere zwischen — 1 und 0 liegt, so muss die linke Seite dieser
Gleichung fiir @ = 1 negativ, fiir ® =— 1 positiv ausfallen; hier-
aus folgt, dass

y+0>etp f+d>aty

ist, wo die Ungleichheitszeichen die Gleichheit ausschliessen. Da
wir beweisen wollen, dass y : & und 0 : 8 zwei auf einander fol-
gende Naherungsbriiche eines regelmissigen Kettenbruchs (%o, &; . ..)
sind, so haben wir vor allem zu zeigen, dass y = « und § > y ist;
dies ergiebt sich in der That aus den vorstehenden Ungleichungen.
Wiire niamlich 6 <y, so wiirde aus der zweiten Ungleichung folgen,
dass ¢ < 8 und also auch «¢d < By sein miisste, wihrend doch
ad = By -+ 1 ist; also ist gewiss & > p. Wire ferner y < «, also
o =y -+ @, Wo g eine positive ganze Zahl bedeutet, so wiirde aus
der ersten Ungleichheit folgen, dass d > + o, also auch

ad—fy > B+r)e+e’
wire; dies ist aber wieder unmdéglich, da die linke Seite — 1, die
rechte aber mindestens — 3 ist, weil 3, ¢, o positive ganze Zahlen
bedeuten; also ist in der That y = w.
Hieraus folgt nun weiter, dags man
l:—-(y’vm"'%r)

«

setzen kann, wo die Elemente ¢, m . . . ¢, v simmtlich positiv sind,
und zwar kann man es so einrichten, dass ihre Anzahl ungerade
ist, weil man eventuell wieder » in » — 1 4 } auflosen kann. Neh-
men wir ferner zunéichst an, dass e > 1 ist, so ist auch y > « und
9 nicht theilbar durch «, und folglich enthdlt der Kettenbruch
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mindestens drei Elemente. Bilden wir daher den unmittelbar vor-
ausgehenden Nidherungsbruch

‘—;i.z(y',m,..q),

so folgt aus ap —fpy = 1 und «d— By = 1, dass man wieder
B=f+oap,d =¢yp setzen kann, und hierin wird g’ eine
positive ganze Zahl sein. Wére niimlich 8’ = 0, so wiire § = ¢,
und da @ gewiss < y ist, so wire § < p, wihrend doch 0 > y
ist; wire ferner ' negativ, so wire auch d negativ, gegen unsere
Voraussetzung, dass o, f§, p, 0 positive ganze Zahlen sind. Es

ist daher
0

EI:: @,m...qnrp)
und folglich, dhnlich wie friiher,

___7+6w___ ' A
w_“_+_ﬁm_(y,7iz...q, r f, o),

wo nun die Anzahl der positiven Elemente y', m . . . q, », 8’ gerade
ist*). In dem bisher ausgeschlossenen Fall ¢« =— 1 erhélt man ein
ganz dhnliches Resultat, denn dann ist

- Z:tl(‘:f ;ml)—m = (y, B, o).

©

Wir crhalten daher fiir @ stets einen regelmissigen periodi-
schen Kettenbruch

o= m...qn,f¢m...)
in welchem die Anzahl der Glieder 9, m . . . ¢, v, B’ eine gerade ist.
Da nun ein Werth @ nur auf eine einzige Weise in einen regel-
miissigen Kettenbruch entwickelt werden kann, so miissen die
Zahlen 9, m . . . der Reihe nach mit den Zahlen k, k; . . . iiberein-
stimmen; und da wir uns oben iiberzeugt haben, dass jede Periode
der Zahlen k, deren Gliederzahl gerade ist, entweder mit der Reile
der den simmtlichen 2 » Formen entsprechenden Zahlen % identisch
ist oder aus einer mehrmaligen Wiederholung dieser kleinsten Pe-
riode von gerader Gliederanzahl besteht, so ist also 7 = kapu—s,

B’ = kapu—, wo h irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet, und
folglich

*) Dasselbe ergiebt sich auch unmittelbar daraus, dass die grossten in
den Briichen y: e, f:« enthaltenen ganzen Zahlen o', g’ zufolge der obigen
Ungleichungen positiv sind (vergl. §. 81).



