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Fiinfter Abschnitt.

Bestimmung der Anzahl der Classen, in
welche die bindren quadratischen Formen
von gegebener Determinante zerfallen.

§. 86.

Wir schreiten nun, nachdem die elementaren Theile der
Theorie der quadratischen Formen behandelt sind, zu tieferen
Untersuchungen, und namentlich zur Bestimmung der Classen-
angahl der wicht dquivalenten Formen von einer gegebenen De-
termigante®). Wir beschrinken uns dabei auf wurspriingliche For-
men der ersten oder zweiten Art (§. 61), ferner, wenn die Deter-
minante negativ ist, auf die Formen mit positiven dusseren Coeffi-
cienten , da die Classenanzahl der anderen Formen offenbar genau
ebenso gross ist (§. 64). Unter diesen Beschrinkungen denken
wir uns ein vollstindiges Formensystem S der oten Art fiir die
Determinante D gebildet (§. 59). Zur Bestimmung der Anzahl der
in diesem System S enthaltenen Formen fiihrt die Betrachtung

*) G. Lejeune Dirichlet: Recherches sur diverses applications de
Vanalyse infinitésimale & la théorie des mombres, Crelle’s Journal XIX, X3
— Vergl. Gauss: D. A. Additam. ad art. 306. X, und die nachgelasse
Abhandlungen: De nexu inter multitudinem classium in quag formae-d

nariae secunds gradus distribuuntur aommgpp‘getermmantem’ Gauss’ Werke

Bd. II. 1868. . RS
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und genaue Definition aller durch sie darstellbaren Zahlen. Da
durch eine Form der zweiten Art nur gerade Zahlen dargestellt
werden konnen, so bezeichnen wir, um beide Fille zusammenzu-
fassen, die darstellbaren Zahlen allgemein mit 6m, und ausserdem
beschriinken wir uns auf die Betrachtung derjenigen, in welchen
m positiv, ungerade und relative Primzahl gegen die Determinante
D ist. Endlich beschréinken wir uns vorliufig noch auf eigentliche
Darstellungen, d. h. auf die Annahme, dass die beiden" darstellen- -
den Zahlen z, y relative Primzahlen sind (§. 60).

Um den Charakter dieser Zahlen m genau festzustellen, er-
innern wir uns, dass die Determinante D quadratischer Rest von
jeder darstellbaren Zahl 6m, d. h. dass die Congruenz

22 = D (mod. 6m)

moglich ist (§. 60). Es konnen daher in der ungeraden Zahl m
nur solche Primzahlen f aufgehen, fiir welche

B-1

ist. Umgekehrt: enthdlt m nur solche Primzahlen £, und ist die
Anzahl der verschiedenen unter ihnen — u (wo der Fall uy =0
nicht ausgeschlossen bleibt), so ist D quadratischer Rest von s,
also auch von 6m, und die obige Congruenz hat genau 2% incon-
gruente Wurzeln (§. 37). Ist » ein bestimmter Représentant einer
bestimmten dieser Wurzeln, so konnen wir n2— D =— 62ml setzen,
wo | eine ganze Zahl bedeutet. (denn wenn 6 = 2, also D=1
(mod. 4) ist, so ist » ungerade, also n?— D durch 62 g 4 theil-
bar). Dann ist (6m, n, 61), weil m relative Primzahl zu 2 D, eine
urspriingliche Form der oten Art von der Determinante D und
folglich einer und nur einer in dem System S enthaltenen Form
dquivalent*). Ist (@, b, ¢) diese Form des Systems, so liefert nur
sie solche Darstellungen (z, y) der Zahl 6m, welche zu der durch,_
n repriisentirten Wurzel der obigen Congruenz gehoren, und Zwar -
“é’{féﬁm"*v'reiemchmr}ene*solche Darstellungen (z,y), als es Trans-
formationen 5) der Form (a, b, ¢) in die*Form (ém, n, 61), d. h.
ebenso viele, als es Auflésungen (f,u) der unbestimmten Gleichung
t#2—Du? = g? ilgxel:)t (§§. 60, 61, 62). Den Complex aller dieser

*) Da der éboefﬁcient om positiv ist, so gilt dies auch fiir den Fall, in
welchem D fegativ ist, und also S nur Formen mit positiven #usseren Coeffi-
cienten enthilt.

14%*
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Darstellungen der Zahl 6m, welche zu einer und derselben durch
n reprisentirten Wurzel der obigen Congruenz gehéren, wollen wir
eine Gruppe von Darstellungen nennen. Den 2% incongruenten
Wurzeln dieser Congruenz entsprechen daher 2 solche Gruppen
von Darstellungen derselben Zahl 6¢m durch Formen des Systemes
S, und in jeder Gruppe sind ebenso viel Darstellungen enthalten,
als es Auflosungen der Gleichung #? — Du? — ¢? giebt.

Das System der Zahlen m ist nun also vollstindig definirt
durch die Bedingungen:

1. m ist positiv;

2. m st relative Primeahl gegen 2 D;

3. D ist quadratischer Rest von m.

§. 87.

Jetzt haben wir die Darstellungen von 6m, welche einer und
derselben Gruppe angehoren genauer zu betrachten.

Fiir den Fall einer negativen Determinante D ist die Anzahl
% der Auflésungen (¢, ) der unbestimmten Gleichung #2 — Du?
= ¢? endlich; dieselbe ist zugleich die Anzahl aller zu einer
Gruppe gehorenden Darstellungen einer jeden Zahl 6m; bedeutet
also g wieder die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden
Primzahlen f, so ist 2« die Anzahl der Gruppen, deren Jede % Dar-
stellungen enthilt, und folglich ist ,

® .28
die Gesammtanzahl aller Darstellungen der Zahl ém; und hierin
ist (§. 62)
% = 2 im Allgemeinen;
® =4, wenn D =— —1,
¥ =06,wenn ) = —3 und 6 = 2
ist. .

Fiir den Fall einer positiven "Determinante D dagegen ist
die Anzahl der Auflgsungen (¢, w) der unbestimmten Gleichung
t? — Du? = 62, und folglich auch die Anzahl der in jeder der 2«
Gruppen enthaltenen Darstellungen der Zahl 6m wnendlich gross.
Wir gehen daher zunichst darauf aus, durch neue Bedingungen,
welche den darstellenden Zahlen z, y aufzuerlegen sind, aus den
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unendlich vielen in einer Gruppe enthaltenen Darstellungen stets
eine einzige zu isoliren. Dazu betrachten wir die allgemeine Form
aller derselben Gruppe angehdrenden Darstellungen (z,y) der
Zahl 6m. Ist wieder (a, b, ¢) die Form des Systems S, mit welcher
die Form (6m, n, 61) dquivalent ist, und ist (% J) eine bestimmte
Transformation der erstern Form in die letzg’ere so erhdlt man
(nach §. 61) aus dieser einen alle anderen durch die Zusammen-
setzung
4, @) % B) — (M-!-W, AB+ud

v,/ \p, 0 va+ oy, v+ 00
aller Substitutionen (7' %), durch welche (a, b, ) in sich selbst
iibergeht, mit dieser bestlmmten Substitution ("’ p) Da nun (nach
§. 60) jedesmal der erste und dritte Coefﬁclent einer solchen Sub-
stitution eine zu der Wurzel » gehorende Darstellung liefern, und
da auch umgekehrt jede solche Darstellung (z, y) auf diese Weise,
und zwar nur ein einziges Mal erzeugt wird, so ist die allgemeine
Form aller dieser Darstellungen folgende:

r=~Aia+tupy, y=va+tey;
da (e, ) selbst eine solche Darstellung ist, so kann man sagen,
dass diese beiden Gleichungen aus einer bestimmten Darstellung
(o, p) alle derselben Gruppe angehiorenden Darstellungen (z, y)
finden lehren. Nun war aber (§. 62)

t—bu cu

l':- —_— e —

au t+bu
V= -, 0=
[
wo (t, u) jede beliebige Auflosung der Gleichung 2 — Du? = 6?
bedeutete; folglich erhalten wir

¢ % i u
xzug—(ba-}-cg/)—a, y__y—c;——{—(aoc—}by)g

Fiir alle diese Werthe ist daher
ax? + bey‘—i— cyt = om;
durch \Multiplication mit dem ersten Coefficienten ergiebt sich wie
frither
dam = (az + (b + VD)y) (az+ (b —VD)y),

und es tritt nun die hochst merkwiirdige Erscheinung auf, dass
jeder der beiden irrationalen Factoren rechter Hand eine geome-
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trische Reihe constituirt; setzt man ndmlich die vorstehenden
Werthe von z, y ein, so ergiebt sich leicht

az + @+ VD)y = (aa+ @+ VD)) L,

D
a4z + (b —VD)y = (aee + (b—VD)p) “V
wenn man also mit 7, U wie frither die kleinsten posmven Werthe

von ¢,  bezeichnet und zur Abkiirzung den positiven unechten,
Bruch

T+UVD _
el AL g

setzt, so ist (nach §. 85)
az+ (b +VD)y = £ (ae+ (b +VD)y) 6"
az+ G —VD)y =+ (aa+B—VD)y)6—

wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl oder Null
sein kann. Wir betrachten nur die erste dieser beiden Glei-
chungen, da aus ihr die zweite schon von selbst folgt. Ist nun k&
irgend ein von Null verschiedener reeller Zahlwerth, so leuchtet
ein, dass man das Vorzeichen der rechten Seite und den Ex-
ponenten # stets und nur auf eine einzige Weise so bestimmen
kann, dass der algebraische Werth von az 4 (b + VD) y zwischen
den Grenzen k und %6 liegt; denn nachdem das Zeichen + so ge-
wihlt ist, dass + (ae+ (b 4+ VD)y) gleichstimmig mit & wird,
giebt es nur noch ein einziges Glied der geometrischen Reihe
zwischen den beiden vorgeschriebenen Grenzen, wenn man, um
fiir jeden Fall Unbestimmtheit zu vermeiden, die eine derselben,
z. B. k6, von dem Intervall ausschliesst. Durch diese Forderung
fir den Werth von az 4+ (b 4+ VD)y ist dann aus der unend-
lichen' Anzahl von Darstellungen (z, y) eine einzige vollstindig
isolirt. Es kommt jetzt nur noch darauf an, & zweckmissig zu
wihlen.

Dazu konnen wir immer voraussetzen, dass die, eine ganze
Classe repriisentirende, Form (a, b, ¢) des Systems S einen posi-
tiven ersten Coefficienten o hat; denn es giebt ja in jeder Classe .
sogar reducirte Formen, welche diese Eigenschaft haben: Wir
machen daher von jetzt ab diese Voraussetzung iiber die Wahl
der in S enthaltenen Formen (fiir negative Determinanten haben
wir schon frither dieselbe Forderung gemacht, um dort die eine
Hilfte aller Classen ganz von der Betrachtung auszuschliessen)
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und miissen sie dann natiirlich fiir alles Folgende festhalten.
Dann wihlen wir fiir % die positive Quadratwurzel aus Gam, was
gestattet ist, da wir nur die positiven darstellbaren Zahlen am
betrachten. Wir stellen also die Bedingungen

Voam < az+ (b4 VD)y < 6}/ cam
auf, um aus allen derselben Gruppe angehdrigen Darstellungen
von 6m durch (a, b, ¢) eine einzige (z, y) zu isoliren. Sie lassen
sich, da ihre drei Glieder positiv sind, so umformen: quadrirt man,
und bedenkt, dass 6am das Product aus zwei positiven irrationalen
Factoren ist, so erhidlt man leicht durch Division

az -+ (b— VD)y < az+ b+ VD)y < 6*(az + (b— VD) y);
durch Vergleichung der beiden ersten Glieder ergiebt sich, da VD
stets positiv genommen wird, die Bedingung

y=0; ‘
die beiden letzten Glieder geben durch Umstellung und Resti-
tution des Werthes von # die Bedingung

aa:+by>%:y.

Umgekehit iiberzeugt man sich leicht, dass aus diesen beiden Be-
dingungen

y=0, ax+by>—gy

riickwiirts die obigen urspriinglichen Ifolirungsbedingungen folgen.

Ausserdem zeigt sich, was besonders zu bemerken ist, dass in
Folge dieser beiden Bedingungen auch der Werth der Form
ax? + 2bzy 4+ cy® von selbst positiv ausfillt; denn da 7> U VD
ist, so ergiebt sich durch Addition von +y VD auf beiden Seiten
der zweiten Bedingung, dass die beiden Factoren

az+@®+VD)y, az+(B—VD)y |

positiv sind, woraus dasselbe fiir ihr Product und also, da « po-
sitiv ist, auch fir ax? 4+ 2bxy + cy? folgt (fiir Formen von ne-
gativer Determinante versteht sich dies von selbst, da wir nur solche
betrachten, deren Aussere Coefficienten positiv sind).,



216 Fiinfter Abschnitt.

§. 88.

Mit Riicksicht auf diese letzte Bemerkung konnen wir nun
das Vorhergehende in folgender Weise noch einmal zusammen-
fassen:

Es sei S ein vollstindiges System wrspriinglicher Formen
(a,b,¢), («,0,¢)...
der dten Art fiir eine gegebene Determinante D, mit positiven ersten
Coefficienten a,d' . .. Dann setze man in jede dieser Formen, z. B.
(@, b, ¢), fir die Variabeln alle ganzzahligen Werthenpaare x, y
ein, welche folgenden Bedingungen gewiigen :
L az? 4 2bzy + cy?
g

IL ém Fall einer positiven Determinante D ist

ist relative Primzahl zu 2D;

y =0, ax+by>—£y

wo T, U die kleinsten positiven der Gleichung
I"— DU = g2
geniigenden ganzen Zahlen bedeuten; -
IIL.  und y sind relative Primzahlen zu einander.

Auf diese Weise werden durch die Formen S alle ganzen

Zuahlen 6m und wur solche dargestellt, welche folgenden Bedingun-
gen gentigen:

1. m ist positiv,
2. m ust relative Primzahl zu 2 D,
3. D ist quadratischer Rest von m,

und die Gesammianzahl dieser Darstellungen einer jeden solchen
Zahl ém st gleich

% .24,

wo w die Anzahl der in m aufgehenden verschiedenen Primzahlen
bedeutet, wihrend % von m unabhdngig ist, nimlich

% = 1 fiir positive Determinanten D,
=4 fir D = — 1,
=6 fiir D = — 3 und ¢ = 2,
= 2 i den tbrigen Fallen.
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Dasselbe System der unendlich vielen Zahlen m kann daher
auf doppelte Art erzeugt werden, erstens durch Zusammensetzung
aus den Primzahlen f, von welchen D quadratischer Rest ist, und
zweitens durch die Substitution aller erlaubten Zahlenpaare z, y
in die Formen des Systems S. Dieses Resultat der friiheren Unter-
suchungen iiber die Aequivalenz der Formen und die Darstellbar-
keit der Zahlen bildet das Grundprincip der folgenden Unter-
suchung. Wir bemerken zuniichst, dass die Identitit der auf die
beiden verschiedenen Arten erzeugten Zahlensysteme nicht auf
héren wird, wenn wir von jeder der erzeugten Zahlen eine be-

stimmte Function ¢ nehmen, d.h. es wird wieder Identitit bestehen
zwischen dem Complex der Zahlen

" (ax? + 2bzy + cy?> 1P(a’x“’ + 20 xy 4 'y?

g G

und dem System der Zahlen ¢ (m), vorausgesetzt, dass der einem
bestimmten Individluum m entsprechende Functionswerth ¥ (m)
genau % . 24mal in den letztern Complex aufgenommen wird. Ist
daher die sonst ganz beliebige Function ¥ so gewihlt, dass die
Summe aller dieser Werthe eine von der Anordnung derselben
unabhiingige convergente Reihe bildet, so folgt aus der angegebenen
Identitit die Fundamentalgleichung

p) w(“””2+2?;«’vy+cy*) N 2¢<a'x?+ Qb;xy+c’y*>+..

= % X241 (m).

Die linke Seite derselben besteht aus ebensoviel Hauptsummen;
als das System § Formen (a, b, ¢), (¢/, ¥/, ) . . . enthilt, d. h. als

es Formenclassen fiir diese Determinante glebt Jede Hauptsumme,
wie z. B,

o (aw? + QI;xy + cy“’)

ist eine doppelt unendliche Reihe, deren Glieder den simmtlichen
durch die Bedingungen 1., II., IIL definirten Zahlenpaaren z, y
entsprechen (die Bedmgungen I und IL sind natiirlich fir die
folgende Hauptsumme so zu modificiren, dass (a, ¥, ¢’) an die
Stelle von (a, b, ¢) tritt). Endlich bezieht s1ch die rechts angedeutete
Summation auf alle aus den Primzahlen J zusammengesetzten Zghlen
m, und ebenso behalten w und % ihre frithere Bedeutung, ‘Wir
specialisiren nun die Function ¢ so, dass wir
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setzen, wo s ein beliebiger positiver Werth, aber > 1 ist; diese
letztere Bedingung ist, wie wir spéter nachtriiglich zeigen werden,
nothwendig, damit die vorstehenden unendlichen Reihen convergiren.
Hierdurch geht unsere obige Gleichung in die folgende iiber:

. faxt 4+ 2bzy + cy\~* u

2( G >+”':“Eﬁi’
wo der Bequemlichkeit halber links nur eine einzige der den ver-
schiedenen Formen entsprechenden Hauptsummen aufgeschrie-
ben ist.

§. 89.

Wir beschiiftigen uns nun zunéchst mit einer Umformung *)
der rechten Seite dieser Gleichung; zu dem Zweck betrachten wir
das System

f 1 f 29 f 3 e
der simmtlichen Primzahlen f, welche nicht in 2 D aufgehen, und
von welchen D quadratischer Rest ist. Jede der oben definirten
Zahlen m ist dann von der Form

fl'”l f2ﬂz f3"3 .
wo die Exponenten ny, ny, n; . . . positive ganze Zahlen oder Null
sind, und jedes m .kann auch nur auf eine einzige Weise in diese
Form gebracht werden. Bilden wir ‘nun die diesen Primzahlen
entsprechenden unendlichen Reihen '

2 2 2 2
+ﬁ;+f'l—2,+}—cl—3;+"'+ﬁ,,—lg+“
2 2 2 2
+F+f—2,+f2§+"' +}-272‘,+‘
2 2
f’+f2‘ j—";g_‘-.“—‘—f_s”;“_ . WS W,

*) Wir machen darauf aufmerksam, dass diese Umformung auch auf die
allgemeinere Reihe 3 2u vy (m) anwendbar ist, wenn nur die Function v fiir
ganze Argumente der Bedingung v (4) ¢(¢') = v (24) geniigh (vergl. §.124).
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so erkennt man leicht mit Beriicksichtigung der eben gemachten
Bemerkung, dass das Product aller dieser Reihen nichts Anderes
als die Summe

ist. Denn das Product aus beliebigen Gliedern der ersten, zweiten,
dritten Reihe u. s. f.-hat die Form

2u _u

CA™ fiefyms o) me
wo w die Anzahl der wirklich in m aufgehenden Primzahlen f be-
deutet, d. h. derjenigen, deren Exponent » von Null verschieden
ist; es entsteht daher auf diese Weise wirklich jedes Glied der

genannten Reihe, und jedes auch nur ein einziges Mal. Da nun
andererseits

2 2
+f, fga+f33+°'°+F+ ¢t

1
o1y 1
FoTT

ist, so erhalten wir folgende Gleichung

1+ —=

2—_n—£,
1—
fs

in welcher das Productzeichen IT sich auf die sdmmtlichen oben
definirten Primzahlen f bezieht.

Bezeichnen wir mit ¢ allgemein jede positive nicht in 2 D auf-
gehende Primzahl, so leuchtet ein, dass man die vorstehende Glei-
chung auch in folgender Form schreiben kann:

1

1_(1)) q‘;

denn so oft ¢ nicht zu den Primzahlen f gehort, reducirt sich der
entsprechende Factor des Productes auf 4- 1. Inder so erhaltenen

22#
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Gleichung multipliciren wir Zihler und Nenner des allgemeinen
Factors zur Rechten mit 1 — g—, wodurch derselbe gleich

- =) (e
(=) (=D (1_151_>

wird, und indem wir das unendliche Product in drei unendliche
Producte zerlegen, erhalten wir

1 1
”1__1_' “1_<£)1
w2 7 1/ ¢,
s 11 1
1

T
Jetzt konnen wir endlich jedes der drei rechts befindlichen
Producte wiederin eine unendlickie Reihe verwandeln. Da niimlich

1’_—(_1‘1_)_'>—1 =3(g) =

q/ ¢
) Bt B

ist, so wird, wenn man fiir ¢ alle, nicht in 2 D aufgehenden, Prim-
zahlen

Q> 92 s - -
setzt, das Product aller dieser Factoren gleich der Summe aller
Glieder von der Form

2)7‘1 ( :2 re (_ rs 1
/A1 92 qs (q1'1 Qe gs ... ’

wo die Exponenten 7y, 7, #; ... alle positiven ganzen Zahlen
und Null zu durchlaufen haben. Das System aller der in den
Nennern unter dem Exponenten s vorkommenden Zahlen

ql"l q2r2 BB, =N
besteht offenbar aus simmtlichen positiven ganzen Zahlen n, welche
relative Primeahlen gegen 2 D sind; jede solche Zahl » wird ein-
mal und auch nur einmal durch ein bestimmtes System von Expo-
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nenten 7, 7y, 73 . . . erzeugt; gleichzeitig ist dann mit Benutzung
der von Jacob: erweiterten Bedeutung des Legendre’schen Zeichens

o) G @ =G 6P G

2 @@ =GR G G
_ D \ (D i
T e g . > o 7)

Hierdurch gewinnen wir also folgende Verwandlung

D
n1_<D>1 3 (5)
qS
wo das Summenzeichen rechts sich auf alle positiven Zahlen » be-

zieht, die relative Primzahlen gegen 2 D sind.
Verfahrt man ganz ebenso, indem man alle die Entwicke-
lungen

1 1 1 1
—=ltgtEt ot Et
q8
mit einander multiplicirt, so erhélt man offenbar
n—r=x1
1——
qs

und folglich auch

1 1
T =2
1 q2s

Hierdurch haben wir die wichtige Umformung
s 1 ) D\ 1
2 n X n/ n
T =
ms 1
S —
/nﬂ-!

{1

gewonnen.

§. 90.

Wir mult1p11c1ren nun beide Seiten unserer Hauptglelchung
(§ 88) mit der unendlichen Reihe
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1

,;",E1
wodurch sie dem eben gewonnenen Resultat gemiss in die fol-
gende iibergeht:
1 az? +2bay +ey’\—, 1 (_1_)_ 1
2 x3( & Y =2 X2 () =
Fithren wir in dem ersten Gliede links die Multiplication der

beiden Summen aus, so kann das Resultat als die dreifach unend-
liche Reihe

an?x? + 2bn2xy + cnly\—*
2( )
geschrieben werden, in welcher fiir #, y alle den fritheren Bedin-
gungen L, IL, III. geniigenden Werthe (§. 88), und fiir » alle
positiven relativen Primzahlen gegen 2D zu setzen sind. Diese
Reihe kann man aber auch wieder als eine doppelt unendliche an-
sehen, wenn man

nx =2a, ny =1y
setzt; denn dann nimmt sie die Gestalt

s ax'? + 202y + cy'?\~*
(=

an, und es fragt sich nur, welche Bedingungen den neuen Summa-
tionsbuchstaben 2/, ¥ aufzuerlegen sind. Diese ergeben sich aus
den Bedingungen fiir z, y, n folgendermassen. Erstens: Da z, y
zufolge der Bedingung I. so gewihlt werden miissen, dass
ax? 4 2bxy + cy®
(]
relative Primzahl gegen~ 2D wird, und da n ebenfalls relative
Primzahl gegen 2 D ist, so gilt dasselbe von
ax'® +2bx'y -+ cy'? — az? 4 2bzy +cy®
[ (]
Zweitens: fir den Fall einer positiven Determinante waren z, y
den Isolirungsbedingungen IL

y=0, ax+by>71}y

zu unterwerfen; multiplicirt man dieselben mit »n, so ergeben sich
die ganz gleichlautenden Bedingungen

y'_Z_O, ax’-l—by'>-—£—’y’.
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Drittens: aus der Bedingung, dass x, y relative Primzahlen sein
sollen, wiirde jetzt nur noch folgen, dass der grisste gemeinschaft-
liche Divisor » von 2/, ¢’ relative Primzahl gegen 2 D sein muss;
allein diese Bedingung kann man ginzlich fallen lassen, da sie
schon in der ersten enthalten ist; denn sobald #’, ¢’ einen gemein-
schaftlichen Divisor hiitten, der nicht relative Primzahl gegen 2 D
wire, so konnte auch
az'? 4+ 202’y +cy'?
¢

nicht relative Primzahl gegen 2 D sein.

Es zeigt sich also, dass die neuen Variabeln.«’, ' nur den
beiden Bedingungen I. und II. zu unterwerfen sind, wenn man in
denselben die Variabeln accentuirt, dass dagegen die Bedingung
III. ganz fortgefallen ist. Umgekehrt iiberzeugt man sich leicht,
dass ein jedes solches Werthenpaar 2/, ' einmal und nur einmal
durch ein Werthenpaar z, y und eine Zahl » erzeugt wird.

Wir lassen nun der Bequemlichkeit halber die Accente der
Variabeln wieder fort, und schreiben daher unsere Hauptgleichung
in folgender Form *)

Yax? 4 2bxy + cy?\ "t _ 1 D\ 1
2( p +"'—”27{;><2(7>;@—,,
wo nun in der ersten auf die Form (a, b, ¢) beziiglichen Haupt-
summe die Summationsbuchstaben nur noch den beiden folgenden
Bedingungen zu unterwerfen sind:

. I. Der Werth ax? 4 2I;my + oy’

soll relative Primzahl gegen

2 D sein.
II. Im Fall einer positiven Determinante soll

y =0, ax+—by>%y

sein, wo T, U die frithere Bedeutung haben.

*) Auf dieselbe Weise kann auch die allgemeinere Gleichung abgeleitet
werden, in welcher statt der Function z—s irgend eine Function () auf-
tritt, welche der Bedingung v (¢) ¢ (¢') = vy(2#/) geniigt, so oft ¢ und 2’
ganze Zahlen sind.
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§. 91.

Bevor wir weitergehen, wollen wir aus unserer letzten Glei-
chung einige interessante Folgerungen ziehen: die erste derselben
ist rein zahlentheoretischer Natur und vervollstéindigt unsere frii-
here Theorie der Darstellung. Wir multipliciren die beiden unend-

lichen Reihen

1 - (D\ 1

2 ﬁ’—" 2- (,;’/T/> W
rechter Hand, nachdem wir die Summationsbuchstaben, um sie von
einander zu unterscheiden, accentuirt haben; dann erhalten wir
als Product_die doppelt unendliche Reihe

( " (%' nu)s
in welcher sowohl #’ als auch »" das Gebiet aller Zahlen #, d. h.
aller derjenigen positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hat, welche
relative Primzahlen gegen 2D sind. Offenbar ist jedes Product
von der Form »'»#” wieder in demselben Gebiet enthalten; fassen
wir daher alle Glieder der Doppelsumme, in welchen das Product
'n" denselben Werth » hat, immer in ein einziges zusammen, so
konnen wir diese Doppelsumme wieder in die Form einer einfach
unendlichen Reihe

Tn

' ne
bringen; bezeichnet man mit § die simmtlichen Divisoren der Zahl

n, so wird offenbar
-=3())

Dividiren wir ferner die Gleichung auf beiden Seiten durch ¢¢, so
nimmt sie folgende Form an
1 AT,

@ beytoyy T T X Tany

Fassen wir nun auchlinks allein den verschiedenen Doppelsummen
* yorkommenden Glieder, welche denselben Werth haben, in ein em-
ziges zusammen, so erhalten wir folgende Gleichung
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A RT,
2 ‘1;‘; —_ E W'/

wo mit » alle die durch die sémmtlichen Formen (a, b, ¢) . . . des
Systems S darstellbaren Zahlen bezeichnet werden, und A, die An-
zahl der verschiedenen Darstellungen einer solchen Zahl v bedeutet.
Hierbei ist wohl zu bemerken, dass jetzt ebensowohl uneigentliche
wie eigentliche Darstellungen zugelassen werden, indem die dar-
stellenden Zahlen z, y nur noch den Bedingungen I. und II. des
vorigen Paragraphen unterworfen sind, wihrend sie frither auch
relative Primzahlen unter einander sein mussten.

Besteht nun fiir jeden iiber einer gewissen Grenze liegenden

positiven Werth des Exponenten s eine Gleichung von der Form
U

« B, 7 _ v
Tt t =gty tato
wo a, b, ¢ . .. sowohl wie @, b', ¢ .. .-positive und in ihrer Auf-
einanderfolge wachsende Zahlwerthe bedeuten, und sind die séimmt-
lichen Coefficienten o, 8, ¥ . .. &, ', ¥' ... von Null verschieden,
so folgt hieraus die vollstéindige Identitdt beider Reihen, d.h. es ist
a=4da, b=V, c=¢ ...
a.—__—a’, ﬁ_—_—-ﬂ’,'?z,_-—_-'y’...
Um dies zu beweisen, kénnenWvir annehmen, es sei ¢ < o/;
multipliciren ‘wir beide Seiten der Gleichung mit a®, so erhalten wir

cr(§) (2

— (2N 1 (VL (2N ...
= (S +8(7) +7(5)+
Da nun sowohl die Werthe

e @ ..

b’ ¢
als auch die Werthe

a a

T )
fortwihrend abnehmende echte Briiche sind, und beide Reihen
convergiren, so iiberzeugt man sich leicht*), dass mit unbegrenzt
wachsendem s die linke Seite der vorstehenden Gleichung sich dem
Grenzwerth @ nihert, und ebenso die rechte dem Grenzwerth o
oder 0, je nachdem @ = o' oder < @’ ist. Da nun beide Seiten

*) Vergl. Supplement IX. §. 143.

Niwinhlat Zahlanthanrie. 15
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sich nothwendig demselben Grenzwerth nihern miissen, und o von
Null verschieden ist, so muss ¢ = «', und folglich auch o« — &'
sein. Nachdem so die Identitit der ersten Glieder auf beiden
Seiten bewiesen ist, kann man dieselben fortlassen; aus der so ent-
stehenden Gleichung

[ g 7

et =gt

folgt dann auf dieselbe Weise, dass & — & und § = f’ sein muss,
und so kann man fortfahren.

Wendet man dies Princip auf unsere obige Gleichung an, so
ergiebt sich, dass jedes gn, dem ein von Null verschiedenes 7, ent-
spricht, nothwendig eine Zahl », d. h. eine durch die Formen S
darstellbare Zahl, und dass die Anzahl 4, der verschiedenen Dar-
stellungen eines solchen » = 6x gleich %z, ist; wenn dagegenz, =0
ist, so kann auch 6 keine durch die Formen S darstellbare Zahl
v sein; wir konnen daher in beiden Fillen sagen: die Anzahl
aller Darstellungen einer Zahl 6n durch die Formen S ist immer

=3£7:,,=%2(—§-

wo 0 alle Divisoren der Zahl?_n durchlaufen muss*).

Wir wollen dieses Resultat auf einige Beispiele anwenden.

1. Ist D = —1 (und folglich 6 = 1), so ist nur eine einzige
Form in dem System S enthalten, fiir welche wir die Form (1,0, 1)
wiihlen konnen; das System der Zahlen 6 ist das der positiven
ungeraden Zahlen, und da % = 4 ist, so erhalten wir das Resultat:

Die Anzahl aller Darstellungen einer beliebigen positiven un-
geraden Zahl n durch die Form (1, 0, 1) = 22 + y2 ist gleich

4% (—1)%I-D — 4 (M—N)

d. h. gleich dem vierfachen Ueberschuss der Anzahl M ihrer Divi-
soren 0 von der Form 4h + 1 diber die Aneahl N der Divisoren &
von der Form 4h + 3.

Die darstellenden Zahlen z, y sind gar keiner Beschrinkung
unterworfen; esleuchtet ferner ein, dass jedesmal acht verschiedene
Darstellungen eine einzige Zerlegung in zwei Quadrate geben; nur
wenn eine der beiden darstellenden Zahlen =— 0 ist, findet eine

*) Vergl, §. 124.
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Ausnahme Statt, weil dann nur vier verschiedene Darstellungen
dieselbe Zerlegung liefern, ein Fall, der nur dann eintreten kann,
wenn % eine Quadratzahl ist. Die Anzahl der verschiedenen Zer-
legungen ist daher }(M — N + 1) oder (M — N), je nachdem n
eine Quadratzahl ist oder nicht. So ist z. B.

95 = 094 52 = 32 4 42

45 = 32 4 62

49 — 02 1 72

65 = 12 4 82 = 42 4 72,

Ist endlich » eine Primzahl, so ergiebt sich wieder, dass »
auf eine einzige, oder auf gar keine Weise in zwei Quadrate zerlegt
werden kann, je nachdem »n von der Form 4% 4 1, oder von der
Form 4k + 3 ist (§. 68).

2. Fiir die positive Determinante D — 2 existiren nur die
beiden einander #quivalenten reducirten Formen (1, 1, — 1) und
(—1, 1, 1), also nur eine einzige Classe; als reprisentirende Form
kann man daher auch (1, 0, —2) = 2?—2y? wihlen, Da die
kleinsten der Gleichung ¢? — 2u4? =— 1 geniigenden Zahlen T = 3,
U = 2 sind, so werden nur solche Darstellungen betrachtet, in
welchen ¢ = 0, 22 > 3y ist. Da ferner

(%) = (— 1)%@*-) — 4 1 oder =—1

ist, je nuchdem & = 8% + 1 oder = 8% + 5 ist, so bekommen
wir folgendes Resultat:

Die Anzahl aller den obigen Bedingungen geniigenden Dar-
stellungen (z, y) einer beliebigen positiven ungeraden Zahl n durch
die Form x* — 2y* ist gleich dem Ueberschuss der Anzahl der D:i-
visoren von n, welche die Form 8 h+ 1 haben, diber die Anzahl der
anderen Divisoren.

§. 92.

Eine zweite interessante Anwendung der vorstehenden Unter-
suchung machen wir auf die Analysis. Wir haben gesehen, dass
durch Einsetzen aller den Bedingungen I und II. geniigenden ganz-
zahligen Werthenpaare z, y in die Formen (a, b, ¢) ...des Systems
S die Zahlen on erzeugt werden, und zwar ist
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RT, = % 3 (—"g)

die Anzahl der verschiedenen Erzeugungen einer solchen Zahl 67,
wenn wieder fiir 8 alle Divisoren von » gesetzt werden. Nehmen
wir daher von jeder der Zahlen az? + 2bzy + cy? eine bestimmte
Function v, so entsteht auf diese Weise jeder Werth 4 (6#%) so oft
als »7, angiebt. Hieraus folgt wieder, dass

S v(ax? 4 2bxy L ey?) + - - - =% I 1,9 (6n)
sein wird, sobald die Function ¢ so gewdhlt wird, dass diese un-
endlichen Reihen bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un-
abhingige Summen haben. Dies ist der Fall, wenn man

V() =g

setzt, wo ¢ eine reelle oder complexe Griosse bedeutet, deren Mo-
dulus ein echter Bruch ist. Man erhilt auf diese Weise folgende
sehr allgemeine Gleichung

2 qcx5+2bzy+cy2 _+_ e e — % 2 .vnqo'n;

da auf der rechten Seite der Coefficient z, selbst wieder eine Summe
ist, in welcher 8 die simmtlichen Divisoren von # zu durchlaufen
hat, so kann man, indem man #» in %' verwandelt, die Gleichung
auch so schreiben

wonun rechts eine Doppelsumme steht, in welcher jeder der beiden
Summationsbuchstaben %' und 0 das Gebiet aller Zahlen » zu
durchlaufen hat.

Wir wollen die vorstehende Gleichung auf einige specielle
Fille anwenden. Nehmen wir z. B.' D =—=—1, also 6 =1, so
haben wir links nur eine einzige Doppelsumme; nehmen wir wieder
(1,0, 1) als die repriisentirende Form, so ist dieselbe gleich

2 g7,
worin z, y alle Werthenpaare zu durchlaufen haben, fiir welche
2? + y? ungerade ausfillt; es muss daher eine der beiden Zahlen
Z, y ungerade, die andere gerade sein; da man nun in jeder er-
laubten Combination 2 mit y vertauschen kann, so setzen wir fest,
dass z nur die ungeraden, y nur die geraden Werthe durchlaufen

soll, miissen dann aber die so beschrinkte Doppelreihe mit 2 mul-
tipliciren; wir erhalten so
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23 =237 @ =23 ¢ X I
wo z alle positiven und negativen ungeraden, y alle positiven und
negativen geraden Zahlen und Null zu durchlaufen hat; be-
schriinken wir aber z auf alle positiven ungeraden, und y auf alle
positiven geraden Zahlen, so konnen wir das vorstehende Product
auch so schreiben

42" X1+22¢).
Auf der rechten Seite haben wir (nach §. 88) die Doppelsumme

—1 ,
13 (55 )0 =4 3 (— 1ywi- g,

wo »' und d alle positiven ungeraden Zahlen zu durchlaufen haben;
die Summation in Bezug auf »' lisst sich ausfiihren, indem
d
b an_qd‘+qu+qsd‘+ 1qud‘

ist; dadurch wird die rechte Seite gleich

J
4 3 (—hd- 2 q e

und wir erhalten daher folgende merkwiirdige Gleichung
@+ +g5+q94 ) (1 +2¢4+2q16+2¢%+ - . 3
q 'l g° g’
i1 _.qs+ 1_q10_1_q14+ e
welche, wie die anderen Gleichungen, welche negativen Determi-
nanten entsprechen, auch aus der Theorie der Elliptischen Func-
tionen abgeleitet werden kann *).

Fiir positive Determinanten fallen die entsprechenden Glei-
chungen weniger einfach aus, weil auf der linken Seite die Varia-
beln z,y immer noch der Bedingung II. unterworfen sind. Nehmen
wir z. B. D = 2, also 6 = 1, » = 1, so erhalten wir in #hnlicher
Weise die Gleichung

Y= 3 ( ) qd‘n'
q ?° 7 q’
TI—g T I—¢g 1 _q1o+ 1 __q14+'
wo auf der linken Seite fiir z, y alle Werthenpaare zu setzen sind,

.y

*) Man vergleiche Jacobi: Fundamenta nove theorme Sunctionum
ellipticarum 1829 pagg. 92, 108, 184,
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die den Bedingungen y = 0, 2z > 3y geniigen, und fiir welche
ausserdem z? — 242 und also x ungerade ist.

§. 93.

Wir kehren nun zu unsérem eigentlichen Gegenstande, der
weitern Behandlung der Gleichung (§. 90)

2<ax?+2b:y+cy2)_s+ e — % 2;@1—3X z(‘g>;}§

zuriick, und es wird gut sein, den Gang der Untersuchung hier
mit wenigen Worten im Voraus anzugeben. Man wiirde auf un-
iibersteigliche Schwierigkeiten stossen, wenn man die auf der linken
Seite angedeuteten Summationen fiir einen beliebigen Werth von
s > 1 wirklich ausfiihren wollte. Lésst man dagegen den Expo-
nenten s immer mehr abnehmen und gegen den Werth 1 conver-
giren, so wird gleichzeitig jede dieser Hauptsummen iiber alle
Grenzen wachsen, und bei niherer Betrachtung zeigt sich, dass
das Product aus einer solchen Hauptsumme und aus (s—1) sich
einem festen endlichen Grenzwerth L ndhert, welcher nur von der
allen Formen gemeinschaftlichen Determinante D abhéngt, und
folglich wird der Grenzwerth der ganzen mit (s — 1) multiplicirten
linken Seite = AL sein, wenn man mit % die Anzahl der Haupt-
summen, d. h. also die Anzahl der in dem Formensystem S ent-
haltenen Formen (a, b, ¢) . . . bezeichnet. Da ferner der Grenz-
werth der mit (s — 1) multiplicirten rechten Seite sich direct be-
stimmen ldsst, so erhilt man auf diese Weise einen Ausdruck fiir
die Classenanzahl h, deren Bestimmung ja den Gegenstand unserer
ganzen Untersuchung bildet.

" Bevor wir aber dazu iibergehen, diesen Grenzprocess durch-
zufithren, miissen wir noch einige vorldufige Fragen erortern, deren
Beantwortung fiir unsern Zweck durchaus erforderlich ist. Zu-
nichst wenden wir uns dazu, die den Summationsbuchstaben z, y
auferlegte Bedingung I. (§. 90) so umzuformen, dass man einen
deutlichen Ueberblick iiber das System der ihr geniigenden Wer-
thenpaare 2, y erhdlt. Zu dem Ende diirfen wir annehmen, dass
der Reprisentant (a, b, ¢) einer ganzen Classe immer so gew#hlt
ist, dass der Quotient a : ¢ nicht nur, wie schon frither festgesetzt
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wurde, positiv, sondern auch relative Primzahl gegen 2 D ist. Von
der _Berechtlgung zu dieser Annahme wird man sich durch die
folgende Betrachtung iiberzeugen. Ist
(a, b, ¢) = 6 (Ax? + Bxy + Cy?) = 6F

eine beliebige Form vom Theiler ¢, und r irgend eine Prim-
zahl, so kann man den beiden Variabeln x, y der Form stets
solche Werthe beilegen, dass der Werth von F nicht durch r
theilbar wird; denn ist eine der beiden Zahlen 4, C, z. B. A4, nicht
durch r theilbar, so gebe man z einen durch # nicht theilbaren, y
dagegen einen durch r theilbaren Werth; sind aber beide Coeffi-
cienten A, C durch r theilbar, so ist B gewiss nicht durch » theil-
bar, und folglich geniigt es dann, 2 und y Werthe beizulegen, die
beide nicht durch r theilbar sind. Man kann folglich auch x undy
wmmer so wdihlen, dass der Werth von F relative Primzahl gegen
irgend eine vorgeschriebene Zahl % wird ; denn bezeichnet man mit
v, ", ¥ ... die simmtlichen in %k aufgehenden Primzahlen, so
braucht man nur zu bewirken, dass F' durch keine einzige der-
selben theilbar wird, was nach dem eben Gesagten sich stets dadurch
erreichen ldsst, dass die beiden Variabeln z, y durch einige dieser
Primzahlen theilbar, durch andere nicht theilbar angenommen
werden — Bedingungen, die sich stets auf unendlich viele ver-
schiedene Arten erfiillen lassen. Man kann hinzufiigen, dass z, y
ausserdem noch so gewihlt werden konnen, dass der Werth von F
positiv ausfillt; fiir eine negative Determinante D versteht sich
dies von selbst, da wir Formen mit negativen dusseren Coefficienten
ausschliessen; fiir eine positive Determinante braucht man, da

a6l = (az 4 by)? — Dy?

ist, nur dafiir zu sorgen, dass, je nachdem a positiv oder negativ
ist, entsprechend (az + by) absolut genommen grisser oder kleiner
als y VD ausfillt, und offenbar lassen die bisher den Variabelun
z, y auferlegten Bedingungen, durch einige Primzahlen theilbar,
durch einige andere nicht theilbar zu sein, noch solchen Spielraum
fiir ihr Gréssenverhiiltniss, dass auch dieser Forderung noch auf
unendlich viele verschiedene Arten geniigt werden kann. "Endlich
konnen wir noch behaupten, dass fiir die Variabeln z,y auch solche
Werthe gewihlt werden konnen, welche unter einander relative
Primzahlen sind und doch die iibrigen Bedingungen erfiillen, dass
F positiv und relative Primzahl gegen die vorgeschriebene Zahl %
ist; denn haben # und y einen gemeinschaftlichen Divisor, so braucht
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man sie nur durch Division von demselben zu befreien, und die
Quotienten, die unter einander relative Primzahlen sind, bilden ein
solches allen Anforderungen geniigendes Werthenpaar.

Wir machen von der vorstehenden (auch fiir andere Unter-
suchungen niitzlichen) Betrachtung eine specielle Anwendung auf
den Fall, in welchem %k = 2D ist; wir konnen dann so sagen:
ist (a, b, ¢) irgend eine Form vom Theiler ¢ und von der Deter-
minante D, so kann man stets zwei relative Primzahlen o, y von
der Beschaffenheit finden, dass

d a2t 2bay -+ cp?
o 6

positiv und relative Primzahl gegen 2D wird. Da nun e, p rela-
tive Primzahlen sind, so kann man (§. 24) irgend ein Paar von
Werthen $, & wihlen, welche der Gleichung «d — fy =1 geniigen,
und dann geht die Form (a, &, ¢) durch die Substitution (g £) in
eine dquivalente Form iiber, deren erster Coefficient a’ positiv ist
und ausserdem die Eigenschaft hat, dass o' : 6 relative Primzahl
gegen 2 D ist. Und hiermit ist in der That der verlangte Nach-
weis geliefert, dass in jeder Formenclasse solche Reprisentanten
ausgewihlt werden konnen, welche die obige neue Bedingung
erfiillen.

§. 94.

Wir nehmen daher jetzt an, dass die repriisentirende Form
(@, b, ¢) so gewihlt ist, dass a:6 nicht nur positiv, sondern auch
relative Primzahl gegen 2 D ist, und fragen nun nach dem System
aller Werthenpaare «, y, welche der Bedingung 1. geniigen, dass
ax?+ 2bxy + cy?
[}
relative Primzahl gegen 2D wird*). Bezeichnen wir wie friiher mit
< den absoluten Werth der Determinante D, so kann man stets
z=24dv+o0a, y=2Jdw+y
setzen, wo & und y irgend welche der 2 4 Zahlen
0,1,2...024—1),

*) Ganz &hnlich lisst sich auch der Fall behandeln, wenn (g, b, ¢) keine
ursprimgliche Form ist; man kann dann gleich darauf ausgehen, die An-
zahl der Classen von Ueliebigem Theiler ¢ zu bestimmen, und erhalt auf
diese Weise ebenfalls das unten (in §. 100) gewonnene Resultat,
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und » und w beliebige ganze reelle Zahlen bedeuten; jede Com-
bination zweier ganzen Zahlen z, y kann stets nur auf eine einzige
Weise in diese Form gebracht werden. Da nun aus
= o (mod. 24) und y =y (mod. 24)
auch
ax? + 2(;90_1/ + cy? = ao? -+ 2b6ay + ¢y? (mod. 2 4)
folgt, so leuchtet ein, dass man unter den simmtlichen 4 42 Com-
binationen (e, ¥) nur diejenigen zu ermitteln hat, fiir welche
ao? 4+ 2bay + cy?
(]
relative Primzahl gegen 2.4 wird. Die gesuchten Combinationen
(z, y) vertheilen sich dann in zusammengehorige Paare von arith-
metischen Reihen, deren Differenz — 2 4 ist, und deren Anfangs-
glieder o, y specielle solche Combinationen sind, die dieselbe
Bedingung erfiillen. Uns kommt es nun weniger darauf an, wirk-
lich alle diese Combinationen (&, y) genau zu definiren, als viel-
mehr, nur ihre Anzahl sicher festzustellen, weil diese allein bei
dem spétern Grenziibergang eine Rolle spielt. Hierzu ist es aber
nothig verschiedene Fille zu unterscheiden.

Lrstens: 6 = 1. Wir fragen nach der Anzahl der Combi-
nationen (e, ), fiir welche aa? + 2bay 4 ¢p? oder, da a relative
Primzahl gegen 24 ist, fiir welche

a(ae? +2bay + cp?) = (ac+by)? £ 4p?
relative Primzahl gegen 2 4 wird. Setzt man zuniichst fiir p ir-
gend eine der o geraden Zahlen
0,2 4...024—2),
so ist erforderlich und hinreichend, dass (a« + by)? und folglich
(ae -} by) relative Primzahl gegen 24 werde; lisst man aber o
das in Bezug auf den Modulus 2 o vollstindige Restsystem
0,1,2...(24—1)
durchlaufen, wihrend y seinen Werth behilt, so durchliuft (nach
§.18) der Ausdruck (ae + by), weil a relative Primzahl gegen den
Modulus ist, ebenfalls ein vollstindiges Restsystem, und folglich
gehdren zu jedem solchen geraden » genau ¢ (24) erlaubte Werthe
von «, wo die Charakteristik ¢ im frithern Sinne (§. 11) gebraucht
ist. Jedem der o ungeraden Werthe

1’ 3---(24"'1)
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von y entsprechen ebenfalls ¢ (24) erlaubte Werthe von o; dies
leuchtet unmittelbar ein, wenn o gerade ist, weil die Forderung
sich dann ebenfalls darauf reducirt, dass (ae« -+ by) relative Prim-
zahl gegen 2 4 werden muss. Ist aber 4 und also auch + Ap?
ungerade, so muss, da
(@oc +0yp)? + Ap2

ungerade und relative Primzahl gegen 4 werden soll, (a« -+ by)
gerade und relative Primzahl gegen « werden, und folglich muss
auch der Rest von (e« + by) in Bezug auf den Modul 24 gerade
und relative Primzahl gegen A sein, und umgekehrt wird, sobald
dies der Fall ist, die obige Forderung erfiillt sein. Durchliuft
nun « alle seine 2 4 Werthe, so durchlduft der Rest von (awo -} bp)
dieselben 2 4 Werthe; unter diesen sind die folgenden o Reste
gerade

0,2 4...2(4—1),

und unter diesen sind ¢ () relative Primzahlen gegen die un-
gerade Zahl 4. Dies ist also die Anzahl der zu jedem ungeraden
p gehorenden erlaubten Werthe von «; da nun aber 4 ungerade,
also relative Primzahl gegen 2 ist, so istauch ¢ (2 4)=¢ (2) p (A)
= ¢ (), und folglich haben wir in allen Fillen dieselbe Antwort:
zu jedem geraden oder ungeraden y gehdren stets g (2.4) erlaubte
Werthe von «; mithin existiren im Ganzen 24 ¢ (24) erlaubte
Combinationen («, 9).

Zweitens: 6 = 2; a und ¢ gerade, b ungerade, und D =
(mod. 4). Es fragt sich: fiir wieviele Combinationen («, y) ist

jaot +bay 4 Ley?
ungerade und relative Primzahl gegen 4? — Wir beschrinken
uns zuniichst darauf, die Combinationen zu bestimmen, fiir
welche dieser Werth ungerade ausfillt. Da wir den Représen-
tanten (a, b, ¢) so gewahlt haben, dass }a relative Primzahl gegen
24 und also auch ungerade ist, so wird

D=0"—ac=1 oder =5 (mod. 8),

je nachdem }c gerade oder ungerade ist; im ersten Fall muss
daher « (lae 4 by) ungerade, also o ungerade, und y gerade
sein; im zweiten Fall muss mindestens eine der beiden Zahlen e
und y ungerade sein. Die Anzahl der erlaubten Combinationen
ist hierdurch im ersten Falle auf 42, im zweiten auf 3 4? herab-
gedriickt,
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Soll nun der Werth von }ae?-+ bay+ §cy? auch relative
Primzahl gegen 4 werden, so ist erforderlich und hinreichend,
dass

(aoe +0p)* + A4y? = 2a(aa +bay+ica?)

oder also (ao -+ by) relative Primzahl gegen 4 werde. Im ersten
Fall, wo D = 1 (mod. 8) ist, diirfen fiir y nur gerade, fiir o nur
ungerade Werthe gesetzt werden. Giebt man daher y einen be-
stimmten der 4 Werthe

0,2,4...24—2)
und lidsst dann o die simmtlichen o/ Werthe

1,3,5...24—1)
durchlaufen, welche offenbar in Bezug auf den Modul & ein voll-
stindiges Restsystem bilden, so gilt (da @ relative Primzahl gegen
4 ist) dasselbe von den 4 entsprechenden Zahlen (aw 4 by), und
folglich sind unter denselben ¢ (4) = ¢ (24) relative Primzahlen
gegen 4. Im Ganzen giebt es daher in diesem Fall 4 ¢ (2 4)
erlaubte Combinationen (¢, y). — Im zweiten Fall, wo D=5
(mod. 8) ist, und in welchem mindestens eine der beiden Zahlen
o, y ungerade sein muss, findet man auf dieselbe Weise, dass
jedem geraden Werthe von p wieder ¢ (J) = ¢ (24) ungerade
Werthe von o entsprechen, woraus zuniichst 4 ¢ (2 o) zulissige
Combinationen entspringen; ist aber y ungerade, und durchléduft
o seine sdmmtlichen 24 Werthe, so durchliuft der Ausdruck
(a0 4+ by) zweimal dasselbe vollstindige Restsystem in Bezug auf
den Modulus ; es giebt daher immer 2 @ (4)=2¢ (24) erlaubte
Werthe von «, so dass aus den 4 ungeraden Werthen von y ge-
nau 24 (24) erlaubte Combinationen (e, y) entspringen. Im
Ganzen giebt es daher in diesem zweiten Falle 3 4¢ (2 4) erlaubte
Combinationen (e, p).

Wir konnen die simmtlichen Fille so zusammenfassen: die
Anzahl der Paare von zusammengehérigen arithmetischen Reihen

z=2dv+t+ea, y=2dwt+vy
welche der Bedingung I. geniigen, ist

=w.d9(24),
wo
®=2, wenn 6 =1

w=1 wenn 6 =2 und D=1 (mod. 8)

®=3, wenn 6 =2 und D = 5 (mod. 8)
ist.
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§. 95.

Wir kehren nun zu unserer Hauptgleichung zuriick, der wir
die Form

1 o% 1 D

2 (az?+ 2bxy + cy?)te o= Gi+o 2 e nite < ( ) ni+e
geben, indem wir s =1 - ¢ setzen, mit ¢ multipliciren und durch
olt+e dividiren; lassen wir jetzt die positive Zahl ¢ unendlich klein
werden, so haben wir die Grenzwerthe der einzelnen Glieder zu
bestimmen, welche sich auf der linken und rechten Seite befinden.
Indem wir mit der Discussion der linken Seite beginnen, wird es
wieder nothwendig, den Fall einer negativen Determinante von
dem einer positiven vollstindig zu trennen.

Wir nehmen daher zuniichst an, die Determinante D sei ne-
gativ =— 4. Dann sind die Variabeln z, y in der der Form
(@, b, ¢) entsprechenden Hauptsumme nur der Bedingung I. unter-
worfen, und wir haben eben gesehen, dass eine solche Hauptsumme
in wd @ (24) Partialreihen zerfillt, welche den einzelnen zulds-
sigen Combinationen (e, ¢) entsprechen. Betrachten wir daher
zunichst nur eine einzige solche Partialsumme

1 :
p (az? + 2bzy + cy2)r+e’
in welcher z, y alle Werthe
r=24dv+t+wn, y=2dw-+vy

zu durchlaufen haben, die einer bestimmten zulidssigen Combination
(e, ¥) und allen denkbaren ganzzahligen Werthen v,w entsprechen.
Nach den in den Supplementen (II. §.118) aufgestellten Principien
ist der Grenzwerth des vorstehenden Productes identisch mit dem
des Quotienten 7T':f, wo ¢ eine iiber alle Grenzen wachsende posi-
tive Zahl, und T die zugehorige Anzahl der dargestellten Zahlen
ax®+ 2bzy + cy? bedeutet, welche nicht grosser als ¢ sind, fiir
welche also

(Vt) +207- Vt+c(Vt> =1
ist. Dieser Grenzwerth des Quotienten 7':¢ lisst sich leicht mit
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Hiilfe einer geometrischen Betrachtung bestimmen; setzt man
némlich

xz Yy __
-V—t——ga w——ﬂ,

so ist T die Anzahl der Werthenpaare

_2d a2y
g—*—v_t'v"“—"/_t’ n = Vt'w+-Vt7 (1)
fiir welche
k420t e £ 1 @

wird; sieht man nun £, % als rechtwinklige Coordinaten eines
Punctes in einer Ebene an, und ldsst man » und w alle ganz-
zahligen Werthe durchlaufen, so bilden die durch die Formeln (1)
bestimmten Puncte (£, 5) ein Gitter, welches durch die recht-
winklige Kreuzung zweier Systeme von Geraden entsteht, die dén
Axen parallel sind, und von denen je zwei benachbarte die con-
stante Distanz 0 — 2.4/:V¢ haben. Die ganze Ebene wird auf
diese Weise in Quadrate von dem Fldcheninhalt
4 42
02 = -
zerlegt, deren Eckpuncte jene Puncte (£, 1) sind; und folglich ist
T die Anzahl derjenigen dieser Gitterpuncte (§, %), welche nicht
ausserhalb der durch die Gleichung

ag?+2bkn +en? =1 ' &)
dargestellten Curve liegen; da nun 42 —ac = — 4 negativ (und
a positiv) ist, so ist diese Curve eine Ellipse, deren Mittelpunct
mit dem Nullpunct des Coordinatensystems zusammentillt. Nach
einem ebenfalls in den Supplementen (IIL. §. 120) aufgestellten
Hiilfssatz hat folglich das Product

T.62 :442.%

den Fldcheninhalt 4 dieser Ellipse zum Grenzwerth, wenn ¢ un-
endlich gross und also & unendlich klein wird; es ist daher der ge-
suchte Grenzwerth

T A.

T T dar

woraus schon folgt, dass derselbe von (e, y) unabhingig und also
fiir jede der @ 4 ¢ (24) Partialsummen, welche unsere Hauptsumme

lim
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constituiren , derselbe ist. Mithin ist der Grenzwerth dieser der
Form (a, b, ¢) entsprechenden Hauptsumme

1
e (az2 4+ 2bzy + cy?)i+e

gleich

4 g4
442 44
wo A4 den Flidcheninhalt der Ellipse (3) bezeichnet*). Um diesen
zu bestimmen, transformire man die Gleichung der Ellipse durch
Einfithrung solcher rechtwinkliger Coordinaten, welche mit den
Hauptaxen der Ellipse zusammenfallen, wodurch sie die Form ,+ -

a’é’“—!—c’n” —1

annehmen wird. Bekanntlich bleibt bei einer solchen orthogonalen

Transformation die Determinante 42 — ac ungeandert, so dass
acd =ac—b2=4d

ist; andererseits sind Va' und V¢’ die reciproken Werthe der beiden
Halbaxen, und folglich ist

odp(2d) . A,

L
Vae — V2’
wo natiirlich die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Es ergiebt

sich also das merkwiirdige Resultat, dass dieser Flacheninhalt A,
und folglich auch der obige Grenzwerth

one(24)
44V4

der auf die eine Form (a, b, ¢) beziiglichen Hauptsumme von den
einzelnen Coefficienten @, b, ¢ und folglich von der individuellen
Natur dieser Form g#nzlich unabhiingig ist. Denselben Grenzwerth
wird daher jede andere, einer andern Form (o, ¥/, ¢/) des Systems
S entsprechende, Hauptsumme haben; bezeichnen wir daher mit %
die Anzahl dieser einzelnen Hauptsummen auf der linken Seite
unserer Gleichung, d. h. also die Anzahl der Classen nicht dqui-
valenter urspriinglicher Formen der oten Art fiir die negative De-

A =

*) Daraus, dass der Quotient T : ¢ sich einem bestimmten Grenzwerth
nihert, geht zufolge des in den Supplementen (1I. §. 118) aufgestellten Satzes
nachtriaglich hervor, dass die bisher betrachteten unendlichen Reihen fiir
jeden positiven Werth von g, also fiir alle Werthe s > 1 convergiren.
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terminante D =—=— 4, so wird der Grenzwerth der ganzen linken
Seite gleich
ang(24d) .
44VA4
§. 96.

Gehen wir nun zur rechten Seite der Gleichung iiber, so haben
wir wieder mit Hiilfe der in den Supplementen (IL §. 117) aufge-
" MNten Principien den Grenzwerth des Productes

ey n1+(’

zu ermitteln, wo das Summenzeichen sich auf alle positiven ganzen
Zahlen n bezieht, die relative Primzahlen gegen 2.4 sind. Be-
zeichnet man nun mit », ', »"... die ¢ (2 o) ersten dieser Zahlen,
nédmlich diejenigen, welche < 24 sind, so kann man die vorste-
hende Summe in ¢ (2 4) Partialsummen von der Form

1 1 1 1
"{v1+9 toreare Toragie ToFowe T }

zerlegen, in welcher die unter dem Exponenten (1 4+ ¢) stehenden
Zahlen jedesmal eine arithmetische Reihe von der Differenz 2.4
bilden; da nun nach dem in den Supplementen behandelten spe-
ciellen Fall der Grenzwerth einer solchen Partialreihe

1

— 24
und also unabhiingig von v ist, so wird der Grenzwerth der ganzen
Summe .

_924q)
- 24
und mithin wird der Grenzwerth der ganzen rechten Seite der
Hauptgleichung
xp(24 ) lim (_>
6.94 nite’

Da aber beide Seiten fiir jeden Werth von s > 1, d. h. fiir jeden
positiven Werth von g identisch sind, und da sie folglich, wenn
iiberhaupt einen, nothwendig denselben Grenzwerth haben miissen,
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so ergiebt sich aus der Vergleichung, indem wir D =— — 4 resti-

tuiren,
he= 25 "D hmz(n) 1

. ((Frk, 4 nite

als Ausdruck fiir die Classenanzahl der urspriinglichen Formen cter
Art (mit positiven dusseren Coefficienten) fiir eine negative Deter-
minante D; hierin ist ferner (nach §. 88)

% = 4, wenn D — — 1,

% =6, wenn ) =—=—3 und 6 = 2,

% = 2 in den iibrigen Fillen;
und (nach §. 94)

®=— 2, wenn ¢ — 1,

®=—1,wenn 6 = 2 und D =1 (mod. 8),

o =3, wenn ¢ = 2 und D = 5 (mod. 8).

§. 97.

Fiir Formen der ersten Art erhalten wir daher, indem wir
6 —=1,% =2 und o = 2 setzen,

2
h= V—- (_ nite’

mit Ausnahme des einzigen Falles D =—1, in welchem % nicht
= 2, sondern = 4 ist, und folglich
— 1)%(—1)
bt y D

nite
W1rd es wird spiiter (§ 101) allgemein gezeigt werden, dass

i 2(3) e = 2(5) 3

ist, vorausgesetzt, dass auf der rechten Seite die Glieder ihrer
Grosse nach geordnet werden; in dem speciellen Fall D — — 1

wird daher
(1 s — gy ) =1,

da der Werth der in der Parenthese befindlichen ‘unendlichen
Reihe von Leibnitz bekanntlich — 1 ist; hierin liegt also eine
Bestéitigung unserer Principien, da in der That fiir die Determi-
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nante D =—— 1 nur eine einzige Classe von Formen (mit positiven
dusseren Coefficienten) existirt.

Wir wollen nun mit der vorstehenden Formel fiir die Classen-
anzahl & der Formen der ersten Art die fiir die Anzahl A’ der
Formen der zweiten Art vergleichen. Wir unterscheiden zu dem
Zweck die beiden Fille, in welchen D = 1 oder D = 5 (mod. 8)
ist. Im ersten Fall ist #x == 2 und @ = 1, folglich

W 21/——1) lim 2<D)nl+e

im zweiten Fall dagegen ist @ = 3 und » = 2, also

¥ 3V=D i 3(3) i = 5

ausgenommen den einzigen Fall D = —3, in welchem % nicht
= 2, sondern = 6, und folglich wieder
W=nh

ist. Wir konnen daher so zusammenfassen: es ist

W = h, wenn D = 1 (mod. 8), und fiir D = — 3;

W = %h, wenn D = 5 (mod. 8), ausgenommen D = — 3.
Diese Beziehungen zwischen der Anzahl der Formen der ersten
und der zweiten Art hat schon Gauss gefunden aber auf einem
ganz andern Wege*).

§. 98.

Wir haben nun dieselbe Untersuchung fiir den Fall einer po-
sitiven Determinante D = 4 zu wiederholen. Betrachten wir
zuniéichst die linke Seité, so zerlegen wir wieder jede auf eine be-
stimmte Form (a, b, ¢) bezughche Hauptsumme in o 4 q>(2 4) Par-
tialsummen von der Form

1

) E(am:2—|-2bacy + cy?)r+e’ ’
in deren jeder die Summationsbuchstaben alle Werthenpaare
r=2dv+4o y=2dwty (1)

zu durchlaufen haben, die einer bestimmten Combination (e, p)

*) D. A. art. 256. VI. — Vergl. §. 151, L. ;

»

Dirichlet, Zahlentheorie. 16

~
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und allen ganzzahligen Werthen v, w entsprechen; jetzt aber treten
ausserdem noch die Isolirungshedingungen II. hinzu, denen geméss

yZ 0, antby> gy @

sein soll. Diese letzteren Bedingungen haben, wie wir schon frither
gesehen haben (§. 87), zur Folge, dass

az+ (b +VD)y, az+ B—VD)y,
und also auch
ax®+ 2bzy + cy?

positive Zahlen sind, und wir konnen daher wieder die in den
Supplementen aufgestellten Principien anwenden; bezeichnen wir
mit ¢ einen beliebigen positiven Werth und mit = die Anzahl der-
jenigen in den Reihen (1) enthaltenen und zugleich den Bedin-
gungen (2) geniigenden Werthenpaare z, y, fir welche

ax?+ 2bxy+cy? <t (3)
ist, so haben wir nur den Grenzwerth des Quotienten 7z : ¢ fiir
unbegrenzt wachsende Werthe von ¢ zu bestimmen, um dadurch
zugleich den Grenzwerth der obigen Partialsumme zu finden, welche
der einen Combination («, ) entspricht. Setzen wir wieder (in-
dem wir V¢ positiv nehmen)

L —
g _ -Vt, n — ‘Vt?
und sehen wir &, % als rechtwinklige Coordinaten eines Punctes

einer Ebene an, so ist = die Anzahl derjenigen in der Doppelreihe

24 | « 24 y

=Eyvttve 1Tt
enthaltenen Gitterpuncte, welche den drei Ungleichheiten

n=0, af+bn > 71]111,
af?+ 2bfn+cn? = 1

Geniige leisten, d. h. welche innerhalb eines Stiickes der &x-Ebene
liegen, das zum Theil durch die Axe der &, zum Theil durch eine
durch den Nullpunct gehende Gerade, und endlich durch eine Hy-
perbel begrenzt wird, die den Nullpunct zum Mittelpuncte hat.
Bezeichnen wir mit B den Flicheninhalt dieses Stiickes der £%-
Ebene, so wird nach den in den Supplementen aufgestellten Prin-
cipien, wenn ¢ unendlich gross, und also die Kante 6 = 24 : V¢
der Gitterquadrate unendlich klein wird,
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lim 7.0? = 442.1im-:- — B,

also
im % — B
t = 4x
sein. Da dieser Grenzwerth zugleich der Grenzwerth der Partial-
summe ist, welche sich auf die eine Combination (e, ¢) bezieht, so
wird, da hierin die Werthe o, ¥ ganz herausgefallen sind, jede der
© 4@ (2d) Partialsummen, welche den verschiedenen Combina-
tionen (e, p) entsprechen, und welche zusammen die auf die Form

(a, b, ¢) beziigliche Hauptsumme constituiren, denselben Gtenz-
werth haben; und mithin wird

st
der Grenzwerth der ganzen Hauptsumme
1
(aﬂ + 2bxy + cyr)1te
sein. Um nun den Flicheninhalt B des durch die drei obigen Un-

gleichheiten definirten Hyperbelsectors zu finden, wird man am
besten Polarcoordinaten r, ¢ einfithren, indem man

& =rcosp, ® =rsing
setzt, wo, wie gewohnlich, » stets positiv und ¢ zwischen 0 und 2z
genommen werden soll, was hinreicht, um jeden Punct (§, %) der
Ebene einmal und nur einmal zu erzeugen. Durch diese Trans-
formation verwandeln sich die fruheren Grenzbedingungen in fol-
gende:

sing = 0; acotangep + b > %;
r? (acos@? +2bcospsing + csing?) < 1

und wir wiederholen die friilhere Bemerkung, dass fiir jeden, den
beiden ersten Bedingungen geniigenden Winkel ¢ die Gréssen

acosp + (b4 VD)sing, acosp + (b —VD)sing,
acosg? + 2b cosp sing 4 c¢sing?
positiv sind, so dass also innerhalb des durch diese beiden ersten
Bedingungen begrenzten Winkelraumes keine Asymptote, sondern
nur ein endliches Stiick der Hyperbel liegt, woraus schon folgt,
16*
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dass der entsprechende Sector jedenfalls einen endlichen Werth
hat*). Dieser wird bekanntlich durch die Formel

/rdrd«p = lfﬂdtp

gefunden, wo nun in dem einfachen Integral rechts fiir 72 de1 in
der Peripherie der Hyperbel geltende Werth
1

2 —
T acosg? 2bcossing + csing?

a 1 1 1
—2VD =a cotangp + b — VD acotangp + b + VD} sing?

zu setzen ist; wir erhalten daher, indem wir cotangg als neue
Variabele betrachten, und
do

sin 2

setzen, das unbestimmte Integral

1
5/ ride

. / ad cotang @ /’ ad cotang @
— 4VDJ acotangg + b+ VD 4VDJ acotangg +b— VD
1 Io acotangp + b+ VD
T 4VD & acotangp + b —VD’
diese Integration ist aber auszudehnen iiber alle Werthe von g,
welche einen positiven Sinus haben, also von =0 ab bis zu dem
Werth, wo U (acotangg + b) = T wird; dieser Endwerth von ¢
ist durch die Bedingung, dass sing positiv sein soll, vollstindig
bestimmt, und wir haben schon oben darauf hingewiesen, dass
innerhalb dieses ganzen Winkelraums die beiden Grossen
acotangp + b+ VD, acotangp +b—7VD
stets das positive Zeichen behalten, so dass das obige unbestimmte
Integral eine stetige reelle Function von ¢ ist, woraus folgt, dass

wir nur die beiden Grenzen in dasselbe einzusetzen haben. Auf
diese Weise erhalten wir

! TLUVD 1 T+ UVD
B=mp 8 7—tvD=3vD ¢ — %

= —dcotang g

*) Hieraus folgt wieder nachtriglich die Convergenz der bisher hetrach-
teten Reihen fiir jeden positiven Werth von ¢, d. h. fiir jeden Werth von
s> 1.
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Der Grenzwerth der auf die Form (a, b, ¢) beziiglichen Haupt-
summe wird daher, wenn man statt 4 wieder D schreibt, gleich

0@ (2D) Tog T+ UVD

8DVD g ’
wo, wie frither, 7', U die beiden kleinsten der unbestimmten
Gleichung 7% — D U? = ¢? geniigenden positiven Zahlen bedeuten.
Mithin zeigt sich auch hier, wie frither bei den Formen von nega-
tiver Determinante, dass der Grenzwerth einer auf eine einzelne
Form (a,b,c) des Systems S beziiglichen Hauptsumme nur von der
Determinante D (und der Art 6), dagegen gar nicht von dem in-
dividuellen Charakter der Form abhingt, dass er also fiir alle
diese Formen derselbe ist. Bezeichnen wir wieder mit % die An-
zahl aller in S enthaltenen Formen, d. h. die Anzahl aller Classen
wrspriinglicher Formen ater Art fiir die positive Determinante D,
so ist daher

hm«p(21)) log T4+ UVD
8DVD ¢
der Grenzwerth, welchem fiir unendlich abnehmende positive Werthe
von ¢ die linke Seite unserer Hauptgleichung sich nihert. Auf
der rechten Seite ist # = 1, ferner ebenso wie frither bei Formen
von negativer Determinante
_92a) 92D

lim ¢ % 1+e o4 = 9D

und folglich erhalten wir durch Vergleichung beider Seiten der
Hauptgleichung das Resultat

1 4VD . (D 1
h=ge —Tyovp ™= (7)%1’%?
log ————
§. 99.

Fiir Formen der ersten Art ist 6 =1, und ® =2 (§. 94); hier-
aus folgt fiir die Anzahl der Classen urspriinglicher Formen erster
Art der Ausdruck

3 = 2VD ms D)
log (T+ UVD) ( wire !
wg 7, U die kleinsten der Gleichung
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I"—DU% =1
geniigenden positiven ganzen Zahlen bedeuten. Ist ferner D = 1
(mod. 4), so existiren auch Formen der zweiten Art, deren Anzahl
wir mit A’ bezeichnen wollen; es ist dann 6 = 2, und ® = 1 oder
= 3 zu setzen, je nachdem D = 1 (mod. 8) oder = 5 (mod. 8)
ist; wir erhalten daher, wenn wir zur Unterscheidung mit 77, U’
die kleinsten der unbestimmten Gleichung

I'"*—DU'? = 4
geniigenden ganzen positiven Zahlen bezeichnen,
, 1 2VD Y <2> 1
V=g g+ oyp ™I%) e

Nun ist einleuchtend, dass jede Auflssung (¢, w) der Gleichung
$?— Du?=1 durch Verdoppelung eine Auflosung (' = 2¢, u’ = 2u)
der Gleichung #? — Dw'? = 4 giebt, und umgekehrt, dass man
durch Halbirung jeder geraden Auflosung (#', u') der letztern eine
Auflosung (¢, u) der erstern erhiilt. Hieraus folgt unmittelbar,’
dass (' = 2 T} w' = 2 U) jedenfalls die kleinste gerade Auflsung
der Gleichung #?— Du'? — 4 ist. Ist nun zuniichst D =1
(mod. 8), so kann diese Gleichung iiberhaupt nur gerade Aufls-
sungen haben; denn wire eine der beiden Zahlen ¢, und folglich
auch die andere ungerade, so wiire die linke Seite durch 8 theil-
bar, wihrend sie doch = 4 sein soll; in diesem Fall ist daher

UVvD

’
=21, =20, ZETVD gy gy,

und da ausserdem ® = 1 ist, so ergiebt sich
W =h, wenn D =1 (mod. 8).

Im andern Fall D = 5 (mod. 8) kann die Regel nicht so be-
stimmt ausgesprochen werden, indem bei manchen dieser Deter-
minanten die kleinste Auflosung (7", U') wieder eine gerade, bei
anderen aber eine ungerade ist. Im ersten dieser beiden Fille ist
dann wieder 7" = 2 T, U’ = 2 U und folglich, da & = 3 ist,

- b = }h, wenn D = 5 (mod. 8), und 7", U’ gerade;
es giebt unterhalb 200 nur 5 Determinanten, nimlich 37, 101, 141,
189, 197, fiir welche dieser Fall eintritt *).

*) Vergl. Cayley:~Note sur Péquation 22— Dy?=-4, D=>5(mod.8),
Crelle’s Journal LIIL p. 369. Man findet daselbst eine Tabelle? welche bis
D = 997 reicht.
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Im zweiten Falle, wenn 7", U' ungerade sind, haben wir unter
allen positiven Auflosungen (¢, «'), welche (§. 85) aus der Formel

' +u' VD _ (T' +U VD)"

2 2
fir positive Werthe von n entspringen, die kleinste gerade aufzu-
suchen. Versuchen wir daher die néichst grossere AuflGsung, welche
dem Exponenten n =— 2 entspricht, so erhalten wir
2 2
T +2D U , ’ — TI UI;
da o’ offenbar ungerade ist, so gehen wir zu dem folgenden Ex-

ponenten n = 3 iiber, um die niichst grossere Auflosung zu priifen;
da finden wir

t =

t =

T34+ 3DT' U _ ,, I'24 3DV
4 o 4 ’
und da
7= U'? = 1 (mod. 8), 3D = —1 (mod. 8)
ist, so folgt, dass ¢ und folglich auch «' gerade Zahlen werden,

und also ¢ =27, w' = 2 Uist. Wir haben daher in diesem
Falle

T4+ UVD — <T + U VD)
und _
log T_i_f_‘/_p — 1log (T + UVD);

beriicksichtigt man ferner, dass w = 3 ist, so ergiebt sich die
Relation

W = h, wenn D = 5 (mod. 8), und 7", U’ ungerade.

Auch fiir positive Determinanten hat Gauss*) ebenfalls die
Relationen zwischen den Anzahlen der Formen der ersten und
zweiten Art aufgestellt, fiir den letzten Fall aber, in welchem
D = 5 (mod. 8) ist, in ganz anderer Form; er zeigt néimlich, dass
die drei urspriinglichen Formen

(1, 0, — D), (4, 1, .1_‘_;_2), (4 3, __.)

entweder alle #quivalent sind, oder drei verschiedenen Classen
angehoren; und je nachdem das Erstere oder Letztere eintritt, ist
W = h oder b/ = }h

# D. A. art. 256. VI. — Vergl. §. 151, L

*
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§. 100.

Nachdem wir im Vorhergehenden fiir alle Falle gezeigt haben,
wie die Classenanzahl der Formen zweiter Art aus der der Formen
erster Art gefunden werden kann, beschrinken wir die fernere
Untersuchung lediglich auf die Bestimmung der letztern. Bevor
wir aber dazu iibergehen, konnen wir eine weitere Zuriickfithrung
unserer Aufgabe vornehmen, indem wir zeigen, dass man nur solche
Determinanten D zu betrachten braucht, welche durch keine
Quadratzahl (ausser 1) theilbar sind.

Ist D eine beliebige Determinante, so kann man immer
D = D' S? setzen, wo S? das grosste*) in D aufgehende Quadrat,
und also I ein Product aus lauter ungleichen Primzahlen (oder
auch = — 1) ist, welches dem Zeichen nach mit D iibereinstimmt;
dann ldsst sich die Classenanzahl der Formen von der Determi-
nante D auf die der Formen von der Determinante D' zuriick-
filhren. Bezeichnen wir alle auf die Determinante 1) beziiglichen
Grossen durch beigesetzte Accente, so wollen wir zunichst die

beiden Summen
D\ 1 . "\ 1
2(7)77 und .2(77 e

mit einander vergleichen, in welchen wir der Bequemlichkeit halber
s statt 1 + o geschrieben haben. In der zweiten muss der Buch-
stabe »’ alle positiven Zahlen durchlaufen, welche relative Prim-
zahlen gegen 27V sind. Bezeichnen wir mit ¢/ alle positiven un-
geraden nicht in ' aufgehenden, und, wie friiher, mit ¢ alle posi-
tiven ungeraden nicht in D aufgehenden Primzahlen, so ist, wie
wir frither gesehen haben,

2(?)715:“;‘:1—*4

und natiirlich ebenso

(7)m=n 1”__<1DT>’";1'_'
q'a

*) Die folgende Untersuchung gilt auch fiir den Fall, dass D’ selbst noch
quadratische Factoren hat.
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Offenbar bildet nun das System der Primzahlen ¢ nur einen
Theil der Primzahlen ¢/, denn eine in D = D’ S? nicht aufgehende
Primzahl ¢ geht auch nicht in 7’ auf und ist folglich eine der
Primzahlen ¢'. Das System der Primzahlen ¢’ besteht daher aus
dem der Primzahlen ¢ und aus solchen ungeraden Primzahlen 7,
welche nicht in I, wohl aber in D, also auch in S aufgehen, und
deren Anzahl offenbar endlich ist. Das auf die Determinante
D' beziigliche unendliche Product wird sich daher in folgender
Weise zerlegen

1
ﬂ 7 = : 7
s )
q9/4q° r

da nun ferner D = D'S? und folglich

(=)= (2)

ist, so erhalten wir, indem wir statt der beiden unendlichen Pro-
ducte wieder die unendlichen Reihen aufschreiben, das Resultat

:@=2 @)k n(-E)}

und hieraus

s (2) g =1 (1—(2) ) > (%)

wo also das Productzeichen sich auf alle ungeraden in S, aber
nicht in D' aufgehenden Primzahlen r bezieht.

Nachdem wir so fiir positive wie negative Determinanten das
Verhiltniss zwischen den beiden analogen Grenzwerthen bestimmt
haben, die als Factoren in den Classenanzahlen A und &' fiir die
Determinanten D und I auftreten, miissen wir wieder die beiden
Hauptfille von einander trennen.

Ist zunéchst D' und folglich auch D negativ, so haben wir
(da wir uns auf Formen der ersten Art beschrénken)

h_?_lf:_i)‘l (D)

n/ ntte
und, den einzigen Fall ausgenommen, in welchem D' = — 1,

W 2V—D' 2:(1)'> 1

Mit Ausnahlne des Falles I = —1 ist daher, mit Riicksicht auf




250 Fiinfter Abschnitt.

das eben gefundene Verhiiltniss der beiden Grenzwerthe der un-
endlichen Reihen,

7
h:h'xs.n<1_(2)l);
r) r
ist aber D' = —1, also ' =4, ¥ =1, und D — — $? nicht eben-,

falls =—-—1, also S> 1, so ist die Classenanzahl fiir eine solche
Determinante D gleich

s (1 C)

r

Fiir positive Determinanten haben wir folgende Formeln er-
halten :
= 2VD s (2) L
~log(T+ UVD) n/ nite
' 2VD . DN 1
V=g ovoy ™ 2 (7) 7T
wo T", U’ die kleinsten positiven Zahlen bedeuten, die der Glei-
chung 7"2— D'U’? — 1 geniigen; hieraus ergiebt sich
_ o log(I"+ U'VD) DN 1
=¥ e rovp <51 (l - (7) 7)’
und es kommt nur noch darauf an, das Verhiltniss der beiden
Logarithmen in rationaler Form anzugeben. Offenbar liefert nun
Jede Losung (, u) der Gleichung
—Dur=1, d h #—DSu=1
eine Losung der Gleichung
{2—Duw? =1,

in welcher

=1t o = Su,
also das zweite Element «' durch S theilbar ist; und umgekelrt,
sobald in der Losung (', w') das zweite Element o' durch S theil-
bar, ist, so erhiilt man hieraus eine Losung der erstern. Hieraus
folgt. dass die beiden Zahlen

=T u=8U
die kleinste positive 'Liosung der zweiten Gleichung bilden, in
welcher das zweite Element durch § theilbar ist; man kann daher
T4+SUVD =T+ UVD = (T"+ U VD)
setzen, wo A der kleinste positive ganze Exponent ist, fiir welchen
der irrationale Bestandtheil der Potenz einen durch S theilbaren
Coefficienten erhilt; und dann ist
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hzh’X—}-S-HO— 2’>l>

r)r
Setzt man, wie friither,
(T'+ UVDY =t, +u, VD,

so lisst sich der Werth von A unmittelbar angeben, wenn fiir jede
einzelne in S aufgehende Primzahl p die kleinste Zahl » bekannt
ist, fiir welche u}, durch p theilbar, und zugleich die hichste Po-
tenz von p gegeben ist, welche dann in u} aufgeht*); doch gehen
wir hierauf nicht weiter ein, da der Hauptzweck, das Verhiltniss
zwischen den Classenanzahlen A und A’ fiir die Determinanten D
und 2 zu finden, erreicht ist.

Dieselbe Aufgabe ist, wenigstens fiir negative Determinanten,
auch schon von Gauss vollstindig gelost**).

§. 101.

In Folge der vorhergehenden Untersuchungen konnen wir uns
auf den Fall beschriinken, in welchem die Determinante D durch
kein Quadrat ausser 1 theilbar ist, und es bleibt nur noch iibrig,
den Grenzwerth der unendlichen Reihe

> (i) i

tiir unendlich abnehmende positive Werthe von ¢ wirklich zu be-
stimmen.

Solange ¢ positiv bleibt, ist diese Reihe immer convergent, und
zwar ist ihre Summe durchaus unabhingig von der Ordnung, in wel-
cher man ihre Glieder auf einander folgen lésst; ist aber ¢ =0, so
gehort diese Reihe zu der Classe derjenigen, in welcher die Summe
der positiven Glieder fiir sich, so wie die der negativen Glieder
fiir sich genommen unendlich gross ist. Da nun unter der Summe
einer unendlichen convergirenden Reihe stets der Grenzwerth ver-
standen wird, welchem sich die Summe ihrer ersten n Glieder
niihert, wenn die Gliederanzahl » unbegrenzt wiichst, so sieht man

*) Dirichlet: Ueber etne Eigenschaft der quadratischen Formen von
positiver Determinante (Crelle’s Journal LIII). )

**) D. A. art. 256. V. — Vergl. §. 151, II. — Die obigen Sitze sind auf
anderm Wege auch von Lipschitz bewiesen (Crelle’s Journal LIII).
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leicht ein, dass bei einer unendlichen Reihe von dieser eigenthiim-
lichen Beschaffenheit erst dann von ihrer Convergenz und von ihrer
Summe die Rede sein kann, nachdem ihre simmtlichen Glieder in
eine bestimmte Ordnung gebracht sind, nach welcher eines auf
das andere folgt; denn die Summe, wenn sie iiberhaupt existirt,
héngt wesentlich von der Compensation ab, welche zwischen den
fiir sich allein unendlich wachsenden positiven und negativen Be-
standtheilen gerade durch diese Anordnung der Glieder hervor-
gebracht wird. Eine solche unendliche Reihe hat daher ganz ver-
schiedene Summen, je nach der verschiedenen Anordnung der
Glieder. Aber gesetzt auch, dies wiire gar nicht der Fall, sondern
die Reihe hitte auch fir den Werth ¢ = 0 einen vollstindig be-
stimmten Werth, so wiirde sich immer noch fragen, ob dieser
Werth auch der Grenzwerth ist, welchem sich der Werth der Reihe
unendlich nihert, wenn ¢ unendlich klein wird, d.h. es wiirde sich
fragen, ob der Werth der unendlichen Reihe sich an der Stelle
¢ = O stetig mit ¢ dndert.

Ueber alle diese Zweifel entscheidet nun der folgende allge-
meine Satz*): Sind oy, o, o . . . unendlich viele Constanten von
der Beschaffenheit, dass die Summe

Br =01+ -+,

wie gross auch n werden mag, ihrem absoluten Werth nach stets
kleiner bleibt als eine feste Constante C, so convergirt die umend-
liche Reihe

oy | O

R R A TRt
Siir jeden positiven Werth des Exponenten s (excl. s = 0) und ist
zugleich eine stetige Function von s.

Um dies zu beweisen, vergleichen wir die vorstehende Reihe
mit der folgenden

b(3—5) +8 (3—) 46 (G—g)+

Die Summen der ersten n Glieder der erstern und letztern Reihe
unterscheiden sich von einander nur um

B .
CESVE

da nun der Voraussetzung nach g, seinem absoluten Werth nach

*) Dirichlet: Recherches etc. §. 1. — Vergl. §. 143.



Classenanzahl der Formen. 253

stets unterhalb der endlichen Grosse C bleibt, und s positiv ist,
so wird dieser Unterschied mit unbegrenzt wachsendem » unend-
lich klein werden. Nihert sich daher die Summe der ersten
n Glieder der einen Reihe einem bestimmten Grenzwerth, d. h.
convergirt die eine Reihe, so ist dies auch mit der andern der Fall,
und zwar hat sie dieselbe Summe. Wir brauchen daher die obigen
Behauptungen nur fiir die letztere Reihe zu beweisen; dazu be-
trachten wir die Summe von beliebig vielen Gliedern, welche auf
die ersten n Glieder folgen:

m“(minfﬂﬁim3+'”

+m”<mimf—m+;+n);

da die Differenzen '
1 1 1 1
n+D m+2° m+2r m+3)
simmtlich positiv sind, und ihre Coefficienten
ﬁn+1a ﬂn+2 .
absolut genommen sémmtlich kleiner als C sind, so ist die Summe

dieser m Glieder absolut genommen auch kleiner als das Product
aus C und der Summe jener m Differenzen, d. h. kleiner als

(RS
Wt (mFmt 1y
und folglich auch kleiner als
C C .

ORI
die Summe dieser m Glieder der Reihe kann daher, wie gross ihre
Anzahl m auch genommen werden mag, durch hinreichend grosse
Werthe von » kleiner gemacht werden, als jeder vorher vorge-
schriebene noch so kleine Werth. Das Stattfinden dieser Erschei-
nung ist aber bekanntlich nicht nur ein erforderliches, sondern
auch ein ausreichendes Kennzeichen fiir die Convergenz einer jeden
unendlichen Reihe.

Nachdem so fiir jeden positiven Werth von s die Convergenz
der Reihe gezeigt ist, haben wir noch zu beweisen, dass der Werth
der Reihe sich stetig mit s #ndert; wir weisen dies nach fiir das
Gebiet aller positiven Werthe von s, die grosser sind als ein be-
stimmter positiver Werth 6; da man nimlich, wie klein ein von
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Null verschiedener positiver Werth s auch sein mag, immer noch
einen positiven Werth ¢ angeben kann, welcher unterhalb s liegt,
so wird der Beweis dann wirklich fiir alle positiven Werthe s
(excl. s = 0) gelten. Nun konnen wir die ganze Reihe als aus
zwei Theilen bestehend ansehen, deren erster die Summe ihrer
ersten n Glieder

1 1 1 1
ﬁl(’i?_"i;)"" cte +ﬁn<;&j—(n+ 1)_,)7
also eine stetige Function von s ist, wihrend der zweite, wie im
Vorhergehenden bewiesen ist, sicher

< —g und also auch < %
n? n

ist; dieser letztere Theil kann also durch die Wahl eines hinrei-
chend grossen Werthes von #, d. h. durch eine zweckmissige Zer-
legung der ganzen Reihe, kleiner gemacht werden, als irgend ein
vorgeschriebener Werth; und zwar wird, was besonders wichtig
ist, fiir alle Werthe von s > ¢ dies durch einen und denselben
Werth von %, d. h. durch eine und dieselbe Zerlegung der unend-
lichen Reihe bewirkt werden. Da nun der erste Bestandtheil
stetig ist, so kann eine etwaige Unstetigkeit des Ganzen nur von
einer Unstetigkeit des zweiten Bestandtheils herrithren, und folg-
lich muss, da dieser zweite Theil fiir alle in Betracht kommenden
Werthe von s absolut genommen < Cn—¢ ist, die Grosse einer
plotzlichen Werthinderung beim Durchlaufen eines bestimmten
Werthes von s jedenfalls << 2 Cn—¢ sein. Da wir aber durch
zweckmissige Wahl von » diesen Werth beliebig klein machen
konnen, so folgt, dass gar keine Unstetigkeit vorkommen kann;
denn finde wirklich ein Sprung um eine Grosse g Statt, so nehme
man x so gross, dass 2 Cn—° < u wird, so ergiebt sich augen-
blicklich der Widerspruch.

- Nachdem so der obige Satz vollstindig bewiesen ist, wenden
wir ihn auf unsere Reihe

() v

an, in welcher die Glieder von jetzt ab stets so geordnet werden
sollen, dass die Zahl n bestindig wdichst. Unter dieser Voraus-
setzung erkennt man leicht, dass diese Reihe einen speciellen Fall
der in dem vorstehenden Satze untersuchten Reihe bildet; setzt
man nimlich
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- (—p—> oder = 0,
m

je nachdem m relative Primzahl zu 2 D (also eine Zahl #) ist oder
nicht, und lisst m ein vollstindiges Restsystem (mod. 4 D) durch-
laufen, so ist die Summe der entsprechenden Coefficienten a,, stets
= 0, weil diese Coefficienten e, theils selbst = 0 sind und die
iibrigen, wie eine friithere Untersuchung (§. 52) ergeben hat, zur
Hélfte den Werth + 1, zur andern Hilfte den Werth — 1 besitzen.
Hieraus folgt unmittelbar, dass die Summe von noch so vielen auf
einander folgenden Coefficienten «,, stets unterhalb einer endlichen
Grosse (4= 2.D) bleibt. Mithin ist die in der oben angegebenen
Art geordnete Reihe

s5—x()

convergent, so lange s positiv bleibt, und zugleich eine stetige
Function von s; und folglich wird, wenn ¢ unendlich klein wird,

s (2) e = (2) 2

wo, wie wir nochmals hervorheben, die Glieder der Reihe so ge-
ordnet sind, dass n bestindig wichst.

§. 102.

Es ist nun zweckmiissig, bei der Bestimmung der Summe der

unendlichen Reihe
N=s (2) 1
n/ n

dieselben vier Fille zu unterscheiden, welche wir frither (§. 52)
aufgestellt haben. Wir wenden uns zunichst zu dem Fall, in
welchem

D =+ P =1 (mod. 4), also (-lnl) = (%)

ist, wo P den absoluten Werth von D bedeutet, und also eine po-

sitive ungerade, durch kein Quadrat theilbare Zahl und > 1 ist.
Dann lisst sich die Reihe

Nos(m) 1
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leicht auf die Reihe
—s (™1
M=2X (P Jm
zuriickfithren, in welcher m bestéindig wachsend alle positiven rela-
tiven Primzahlen zu P, auch die geraden durchliuft. Da jedesmal,
wenn m ein vollstindiges Restsystem (mod. P) durchléuft, zufolge

§. 52, (3)
2 (%) =0

ist, so convergirt die Reihe M; ist ferner  eine beliebige positive
ganze Zahl, und betrachtet man alle diejenigen Zahlen m, welche
< 2k P sind, so sind dieselben zum Theil ungerade, zum Theil ge-
rade; die erstern stimmen offenbar mit allen Zahlen » < 2kP
iiberein, und die letztern sind von der Form 2w/, wo w' alle die-
jenigen Zahlen m durchlduft, welche < kP sind. In dieser Aus-
dehnung ist daher

2(3)w=2(F)w+2(F) o

=2(3)w+ (B2 (5)

und hieraus folgt, wenn man £ iiber alle Grenzen wachsen lisst,

2\ 1 2\ 1
M= Nt (T) LM, N= (1 ‘(?) —2—>M.
Allgemeiner findet man leicht, dass

2 -(-(3) @)

ist; man braucht nur den reciproken Werth des ersten Factors auf
der rechten Seite in eine geometrische Reihe zu verwandeln, und
"diese mit der Reihe auf der linken Seite zu multipliciren, so er-
giebt .sich als Product der zweite Factor auf der rechten Seite;
oder man kann auch genau so wie oben verfahren, indem man die
Zahlen m zerlegt in die Zahlen » und 2 m'.
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§. 103.

Die nun noch auszufiihrende Summation kann mit Hiilfe des
in den Supplementen (I. §. 116) bewiesenen Satzes auf verschie-
dene Arten bewerkstelligt werden, entweder durch Zuriickfithrung
auf Fourier’sche Reihen, oder durch die Integration eines ratio-
nalen Bruchs. Wir schlagen den letztern Weg als den directern
ein. Bedeutet m irgend eine positive ganze Zahl, soist bekanntlich

1
1 = f xnldz,
m
)
und folglich ist auch

M=% <%) % =5 (—'%) O/l'xm—ldx.

. Da nun das Jacobi’sche Symbol fiir alle einander nach dem Modul
P congruenten Zahlen m denselben Werth hat, so ist die Summe
der Glieder unserer Reihe, in welchen m < kP, gleich

1
dz 1— a*P
;,/ FEACR e
wo zur Abkiirzung

f@ =% (%)xu

gesetzt ist, und der Summationsbuchstabe u die Werthe m durch-
laufen muss, welche < P sind. .Da dieselben ein .vollstindiges
Restsystem in Bezug auf den Modul P bilden, so ist nach einem
schon ofter benutzten Satze (§. 52)

fQ) =3 (—%) = 0;
es ist folglich f(z) theilbar durch #(z — 1), und mithin hat der

Bruch
1. f®@)
z 1—af
im reellen Integrationsintervall 0 < = < 1 endliche Werthe. Hier-

aus folgt leicht, dass mit unbegrenzt wachsendem k das Integral
Dirichlet, Zahlentheorie. 17
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da f@)at

x 1—aFf

unendlich klein wird, und wir erhalten folglich

1
()L [z tE)
P/ m b z 1—af’
die Aufgabe ist mithin darauf zuriickgefiihrt, einen echten ratio-
nalen Bruch zu integriren, was bekanntlich durch Zerlegung des-

selben in sogenannte Partialbriiche geschieht. Setzen wir zur
Abkiirzung

27
V=1=4, ¢? = b,
80 ist in unserm Fall der Nenner
2P —1 = [1(z — 6%,
wo das Productzeichen sich auf den Buchstaben o bezieht, welcher
ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul P durch-
laufen muss; wir setzen fest, dass « die Werthe
0,1,2...(P—1)
durchlaufen soll; man erb#lt dann nach bekannten Regeln
1 /@ _ 15 f069
x1—afP P “z—6v
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben o bezieht. Nach
der oben eingefiihrten Bezeichnung ist nun

09 =3 (%)

und diese Summe ist vermoge des in den Supplementen (1. §. 116)
bewiesenen Satzes

2an [

— (%) VP . hpar
wo die Quadratwurzel VP positiv, und
o
(7
zu nehmen ist, wenn « keine relative Primzahl zu P ist. Die Zer-
legung in Partialbriiche liefert uns also das Resultat

o
1 f(x) e (’F)

1—zf VP “ax—6«
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wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben « bezieht, der
nur alle die positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen braucht,
welche < P und relative Primzahlen zu P sind.

Die nun auszufiihrenden Integrationen der einzelnen o (P)
Partialbriiche sind in der einen Formel

/—_ﬂ:_b—z = 1log {(x——a)2 + bz} +ia,rctangx;a

r—a
oder
dz 1], 9 9 F) 1 t —cos 0
= og {22 — 2z cosd + }—{—zarcang prier

enthalten, aus welcher, wenn 0 < 8 < 2 & ist,

dx

z—edi
0

log(2sin}0) + < {arctang (tang } 9) -+ arctang (cotang 6)}

folgt, vorausgesetzt, dass die beiden Arcus, welche in der Paren-
these stehen, in dem Intervall zwischen 4 1= und —}= genom-
men werden. Mag nun § zwischen 0 und m, oder zwischen = und
27 liegen, so ergiebt sich hieraus leicht, dass immer

1
fx—d:{ﬁ = log (2sin}d) + ¢ ((w—10)
0

ist.
Wenden wir dies auf unsern Fall an, so erhalten wir

1
dx . o% NE A7
J“w—ﬂ“ = log (28111—?5-)-{-’&(—2——-1—;
und folglich

2(3) w=—"v7 2(3) foe cng) +i (55}

wo das Summenzelchen rechts sich auf alle ¢ (P) Werthe von «
erstreckt. Da nun
o
» <?> =0

ist, so konnen die in der Parenthese befindlichen Glieder, welche
von « unabhingig sind, wie log 2 und }#¢ weggelassen werden,
und man erhilt dann

17*
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2(3)w=—"7 2(3) foenF—F):

Dieses Resultat nimmt noch einfachere Formen an, wenn man
die beiden Fille P =1 (mod. 4) und P = 3 (mod. 4) von ein-
ander trennt. Im erstern Falle ist niimlich

-1 —1

und folglich, da die linke Seite reell ist,

> (%)72— =—-1713 ( >logsm7;—t

im letztern Fall dagegen ist
P12 — 4

2(!1%)7:7: VP ( )

o .
3 <F> log sin -P' = 0.

Diese beiden Vereinfachungen lassen sich auch auf folgende Weise
verificiren. Bedenkt man, dass (P— o) dieselben Werthe wie «

durchléuft, so folgt
P—a) (P__a) ) <:-Pg>0£

2 (p)
( ) log sm? =2 < ) log sin (P—o)z }a)”

=3 (—13-) 1ogsm—1:;-;
ist nun P = 1 (mod. 4), so folgt hieraus

o’ o
z(-ﬁ) a._—-z(? «=0;
ist dagegen P = 3 (mod. 4), so ergiebt sich

E(ja)—) logsin“P _‘E(P> log sin —P’f—_:o

und folglich
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~

§. 104.

Hiermit ist nun fiir den von uns betrachteten Fall, in wel-
chem die Determinante D = + P = 1 (mod. 4) und durch kein
Quadrat theilbar ist, der gesuchte Grenzwerth

DN 1 2\ 1 m\ 1
‘ 2G)w=0-3)2)2F)=
wirklich in Form eines geschlossenen Ausdrucks gefunden, und
um die Anzahl 1 der zu dieser Determinante D gehorenden ur-
spriinglichen Formen der ersten Art zu erhalten, brauchen wir

nur noch die beiden Fille, in welchen D negativ oder positiv ist,
von einander zu trennen.

Erstens. Ist D negativ = — P, und also P = 3 (mod. 4),
so ist (§. 97)
=125 )2

und da in diesem Fall
2 1 m\ 1
(-@) )@=

(%) w
(=) ) (F)-

ist, so ergiebt sich

—7(-(2)2 (@)~

wo o wieder alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen muss, die
< P und relative Primzahlen zu P sind. Offenbar muss dieser
Ausdruck fiir die Classenanzahl sich noch in der Weise umformen
lassen, dass der Divisor P verschwindet. Dies lésst sich in der
That durch folgende Betrachtung erreichen. Bezeichnet man mit
o diejenigen Zahlen e, welche < } P sind, so stimmen die Zahlen
(P — ¢') mit denjenigen Zahlen a iiberein, welche > } Psind; es ist

daher
2(7) e ==2(5) 72 (5

wo die Summenzeichen rechts sich auf den Buchstaben o l;e-
ziehen; da nun P = 3 (mod.4), und also

Il

—_— u'),
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)@@

ist, so erhalten wir

3(3)e=23 (5) 772 (5)

Offenbar wird die Reihe aller Zahlen o aber auch erschopft durch
die simmtlichen Zahlen 2 o' und (P — 2¢'), und folglich ist auch

() =3 () 2w 42 () s

oder nach leichten Reductionen

(3)3 ()<= 2 () 7—73(3)

Zieht man diese Gleichung von der frithern ab, nachdem dieselbe
mit 2 multiplicirt ist, so erhilt man

b-@)= (@) e=—22(3)

und hierdurch verwandelt sich der obige Ausdruck fiir die Classen-
anzahl in den folgenden einfachsten:

= 3(5)

Wir konnen daher fiir diesen Fall als Resultat unserer ganzen
Untersuchung folgenden Satz aussprechen:

Ist P eine positive, durch kein Quadrat theilbare Zahl von der
Form 4 n + 3, und bezeichnet man mit o alle relativen Primzahlen
zu P, welche < } P sind, so findet man die Classenanzahl h der zu
der Determinante D = — P gehirenden Formen der ersten Art,
wenn man von der Anzahl derjenigen der Zahlen o, fiir welche

)=+

ist, die Anzahl der iibrigen Zahlen o abzieht.

Der Ausdruck dieses Satzes vereinfacht sich in dem speciellen
Fall, wenn P eine einfache Primzahl ist, folgendermaassen :

Ist der absolute Werth p der negativen Determinante D = —p
eine Primzahl von der Form 4n 4 3, so ist die Classenanzahl h
der 2u ihr gehorigen Formen der ersten Art gleich dem Ueberschuss

der Anzahl der zwischen O und ip liegenden quadratischen Reste
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von p vber die Anzahl der zwischen denselben Grenzen liegenden
quadratischen Nichtreste von p.

Dieser letztere Satz ist in einer nicht wesentlich verschiedenen
Form schon einige Zeit vor der Veroffentlichung der Losung
des allgemeinen Problems*) durch Induction von Jacobi**) ge-
funden.

Als Beispiel wihlen wir die Determinante D —— 11; unter
den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 sind vier quadratische Reste 1, 3, 4, 5,
und ein quadratischer Nichtrest 2 von 11; mithin ist die Anzahl
der Formen erster Art == 4—1 = 3. In der That gitbt es fiir
diese Determinante nur drei (nicht dquivalente) reducirte Formen
erster Art, ndmlich (1, 0, 11), (3, 1, 4) und (3, — 1, 4).

Beildufig mag hier bemerkt werden, dass zufolge des gewon-
nenen Resultats die Anzahl der Zahlen o', fiir welche

()=

stets grosser ist, als die Anzahl der Zahlen ¢/, fiir welche

(5)=

ist, da kb immer eine positive Zahl, nie = 0 ist: ein Satz, welcher
auch fiir den einfachsten Fall, wo P eine Primzahl von der Form
4n 4 3 ist, auf anderm Wege noch nicht hat bewiesen werden
konnen (vergl. das Theorem iiber die arithmetische Progression,
Supplement VL.).

Zuweitens. Ist die Determinante D positiv = + P, und also
P =1 (mod. 4), so ist (nach §. 99) die Classenanzahl’

2VD D\ 1
b= e TF OVD) > (‘n‘) ry

und da in diesem Fall
2(3)+=0-3)E)w

*) Dirichlet: Recherches sur diverses applications de Uanalyse infini-
tésimale & la tléoric des mombres in Crelle’s Journal XIX und XXI.

**)  Qbservatio arithmetica in Crelle’s Journal IX; vergl. Dirichlet:
Geddchtnissrede auf C. G- J. Jacobi, und Kummer: Geddchinissrede auf
G. P. Lejeune Dirichlet.
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(P> 5 () logain 22
e (@)

ol
- = g (7T UVP)2< 7) logsin g

Bezeichnet man die Zahlen « mit o oder mit 4, je nachdem

(—%):-l—l oder = —1

ist, 80 nimmt die vorstehende Gleichung folgende Gestalt an:

2— (——) sin b_g .
~ log (T + UVP) ﬂ sin 47
P
hierin beziehen sich die Productzeichen IT im Zihler und Nenner
resp. auf alle b und auf alle a; und ausserdem bedeuten 7, U die
kleinsten positiven ganzen Zahlen, welche der Pell’schen Gleichung
I"—PU?=1

geniigen. Der wahre Charakter dieses Resultates wird durch eine
weitere Umformung (§. 107) noch deutlicher werden.

ist, so ergiebt sich

§. 105.

Nachdem im Vorhergehenden (§§. 102 bis 104) der Fall, in
welchem D = 1 (mod. 4) ist, seine vollstindige Erledigung ge-
funden hat, begniigen wir uns, die Hauptmomente fiir die allge-
meine Untersuchung hervorzuheben Es handelt sich zunichst
um die Bestimmung der Reihe

D\ 1
¥=2(3) 5
in welcher » bestindig wachsend alle positiven ganzen Zahlen .
durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu 2 D sind.

Gebrauchen wir nun die Buchstaben P, d, ¢ genau in derselben
Bedeutung, wie sie am Schluss des §. 52 festgesetzt ist, so ist



Classenanzahl der Formen. 265
(2)—snin(3)

und folglich stets
D\ /D
() =6).

wenn n = v (mod. 8 P) ist. Setzt man daher

1
1

— =fx"_‘dx,
"o

und »
fo =3 (2)a,

wo v alle die Zahlen » durchliuft, welche < 8 P sind, und beriick-
sichtigt, dass (1) = 0 ist (§ 52), so findet man unter der Vor-
aussetzung, dass der Modulus von # auf dem Integrationswege <1
bleibt, dhnlich wie in §. 103,

N [L@ dx_ L[ fedr

‘_0 1—a3P z r— o

)
0

wo @ alle Wurzeln der Gleichung
%P — 1

durchlaufen muss; diese sind bekanntlich von der Form

&):j"ﬂ‘,
wo zur Abkiirzung
A 144 2mi
—_—pt — — P .
j=r¢e* = 73 6=c¢e

gesetzt ist; lisst man # und s vollstindige Restsysteme resp. nach
den Moduln 8 und P durchlaufen, so erhiilt @ seine simmtlichen
8 P Werthe.

Bedeuten nun g und m resp. die kleinsten positiven Reste der
Zahl v in Bezug auf die Moduln 8 und P, so ist g eine der vier
Zahlen 1, 3, 5, 7, und m eine der ¢ (P) relativen Primzahlen zu P;
und da umgekehrt jedem solchen Restpaare u, m eine und nur eine
bestimmte Zahl v entspricht (§. 25), so findet man, mit Zuziehung
des in den Supplementen (§. 116) bewiesenen Hiilfssatzes,
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f(m) — ¥ <—) I — 2 0%v—1) gVu(r2—1) ( P>‘7W 6vs

= 3 %D g~ jur 3 <.I_).> oms

=5 (40 (1 +e(=1y) (5) Ve,

wo VP positiv ist, und das Jacobi’sche Symbol den Werth Null hat,
wenn s keine relative Primzahl zu P ist. Wenn P = 1, so sind
die Factoren, ,in welchen P vorkommt wegzulassen. Setzen wir
nun zur Abkiirzung

»

w(r)——/'E( )x —Jree’

wo s alle incongruenten Zahlen (mod. P) zu durchlaufen hat, die
relative Primzahlen zu P sind, so ergiebt sich
P—1\2

N=— Son S5 (4 0) (L4 e (—10) 4 00),

wo r ein vollstindiges Restsystem (mod. 8) durchlaufen muss.
Trennt man jetzt die vier Fille von einander, so erhilt man fol-
gende Resultate:

L D:iPEl(mOd.é&),ﬁ: +1, e = +1;
P—1\2
N.2VP = —i(T (¥ (0)— v (4)}.

I. D=4+P=3(mod.4),d=—1,¢e6=+1;
* P—1\2
N.2VP = —m‘(T) {v(2) — ¥ (6)).
II1. D=i2P52(m0d.8),6=+1,8:::——1;
P—1\2
¥.2VeP =T ) —v@ —w ) + s M)
IV D=4+2P=6(mod. 8),0 = —1, e = —1;

__ P12
N.2V2P= —ii(T) W)+ 9 B)—v(B)— ¥ (7).
Dieselben Formeln gelten auch noch fiir den Fall P—=1, d.h.

fiir die Fille D —= —1, D = 4+ 2, D = — 2, wenn

1
dx

v = 25

0
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gesetzt wird. Zur Bestinn;lung der Werthe 9 (r), auf welche es
jetzt allein noch ankommt, dient wieder die unter der Voraus-
setzung 0 < @ < 2= giiltige Gleichung

1
dz . ~ .
fm = log (2sin}g) +5(= — )1,
0

und man findet hieraus fiir den Fall P> = 1 leicht folgende Re-
sultate:

x

. ] __log(1+V2)
D= 42 N———‘—Vi—** (1)
D=—3 N“2v2’

wo V2 positiv zu nehmen ist. Schliessen wir von jetzt an den
Fall P — 1 génzlich aus, so ist

1
" odx ( ) (n mn).
J a—jg = 2singp) + (5 — )0

wo m den kleinsten positiven Rest der Zahl (Pr + 8s) nach dem
Modul 8 P bedeutet, so dass

m = Pr (mod. 8), m = 8s (mod. P), 0 <m < 8P
ist; hieraus folgt

0= (3)2 () o 25) - (5-25):)

wo m diejenigen ¢ (P) positiven Zahlen durchlaufen muss, welche
relative Primzahlen zu P, kleiner als 8 P und zugleich = Pr (mod. 8)
sind; da dieselben nach dem Modul P incongruent sind, soist (§. 52)

: ()=

und folglich nimmt die vorstehende Gleichung: folgende einfachere
Gestalt an

{2\ [ m . mx mme
v =(3) 2 (3) (e 57 - 55). -
m = Pr (mod. 8), 0 <m < 8P.

Hierdurch ist nun der Werth der unendlichen Reihe N in
allen Fillen auf eine Summe von einer endlichen Anzahl von Glie-
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dern zuriickgefiihrt; dieselbe ist aber noch bedeutender Verein-
fachungen fihig, zufolge gewisser Eigenschaften der acht Ausdriicke
¥ (r), die entweder aus der so eben gefundenen Form, oder auch
aus ihrer urspriinglichen Definition leicht abgeleitet werden kon-
nen. Indem wir den letztern Weg einschlagen, setzen wir zur
Abkiirzung
) \LP. n (x-—ﬂ“)

P = -0 = 1= ®
wo die Buchstaben a und & die in § 52 festgesetzte Bedeutung
haben; dann wird zufolge der obigen Definition

v0) = [ dlogF(aj),

wo der Modulus der Variabeln z auf dem Wege von 0 bis 1 stets
< 1 bleibt, oder auch

Jor
v = [dlogF (),

wo, wenn die complexen Grossen in der bekannten Weise geo-
metrisch durch Puncte einer Ebene dargestellt werden, der Punct
z von O bis j— sich so bewegen muss, dass er im Innern des mit
dem Halbmesser 1 um den Punct 0 beschriebenen Kreises bleibt.
Die acht Puncte j- zerlegen die Peripherie dieses Kreises in acht
gleiche Octanten, auf welche sich die ¢ (P) Puncte 6* vertheilen,
die ihrerseits wieder in zwei Classen §* und 6® zerfallen.

Aus der Definition der Function F'(z) geht zunichst hervor,
dass sie mit

] —1
1 @ — 1 = 7@
conjugirt ist, wenn 2’ den mit # conjugirten complexen Werth be-
deutet; und hieraus folgt unmittelbar, dass ¥ (r) und

(%)) a log F() = () v (=7

ebenfalls conjugirt sind. Setzt man daher zur Abkiirzung

Ry =w(=n+(F) v,
J0) =v(=n—(F) v,

’
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so wird R reell, und J rein imaginir oder =— 0; und man erkennt
leicht, dass die Summe N sich auf Ausdriicke von der Form R oder
J reducirt, je nachdem die Determinante D positiv oder negativ ist.
Aus der Definition der Function F'(x) folgt ferner leicht die
Relation
2
Fo) F(—a) = 7)) %)
da nun, wenn z im Innern des Kreises von 0 bis j— geht, gleich-
zeitig — « von 0 bis j~¢+9, und «? von 0 bis j~2 fortriickt, so er-
giebt sich

vo) +vi+9 = () ven; (©)

dieselbe Eigenschaft kommt offenbar auch den Ausdriicken R und
J zu.

Die Function F(z) besitzt endlich noch die folgende Eigen-
schaft -

F(—é—) — 92 G:)‘ F(x)(*?}); (7

da nun, wenn z im Innern des Kreises von 0 bis j— geht, der re-
ciproke Werth y ausserhalb des Kreises von o bis j~ fortriickt,
so folgt

jj';logF(w =(7)vo,

und hieraus ergiebt sich

J(r) = / dlog F(),

Wwo 2, im Innern des Kreises von 0 bis j7, dann ausserhalb desselben
von jr bis o geht. Die Differenz J(r) —J (r + 1) ist daher ein
geschlossenes Integral, in welchem die Integrationsvariabele einen
positiven Umlauf um diejenigen Puncte 6* macht, die auf dem von
den Puncten jr und jr+! begrenzten Octanten liegen, und folglich
ist nach bekannten Sitzen der complexen Integration

J(r)—T(r + 1) = 2m'§1(—1§—),

wo s alle Werthe durchliuft, die der Bedingung
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r s r+1
T<P<78
geniigen; hieraus ergiebt sich weiter

ri44 /"'
T)—d(r+4) =270 S (%)
und ebenso, wenn r positiv ist,
¥ rs
J(r)—JQ2r) =2n1 3 (?>,

setzt man die hieraus folgenden Werthe von J(r + 4) und J(27)
in die aus (6) abgeleitete Gleichung

J@) + T +4) = (%) J(27)

ein, so erhilt man

=@ ro=2={3(3)- ()G >],

Bedenkt man ferner, dass

@ =-)iE)

T R e (2)
- (3) 7@ =2xi i+ (F)-3)3(3)
Tw+(F)7® =2 (3(3)+ (F) 3 (5))

Da endlich zufolge (6) und (4)
PO —v () = {2—(%>} ¥(0),
1= (F) @ =70
v® — (F) v =70,
@D —2®)+HF) O —vE=I0+(F) I G

ist, so wird, wenn die Determinante D negativ, also P im ersten
und dritten Falle =3, im zweiten und vierten Falle =1 (mod. 4) ist,
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L N=g0s % ( %),
L g 3)
3
1L N=V—;‘_-1=)§(%), |
vy = R 3) -1G))
wenn man beriicksichtigt, dass im zweiten und vierten Falle

ist.
Fiir positive Determinanten erhidlt man ebenfalls Verein-
fachungen durch die Betrachtung des reellen Ausdrucks (4)

E@) —fE( ){x _7""0-’+x——d;0'“}

=3 (3) log(G— 69 (= —69)

) 53
=log {(F() F(G=)' ¢/},
welcher zufolge (7) in den folgenden iibergeht
B (r) = log {c F(j)},

¢ — gZb—%a . —1+7V3
2

WO
oder =1

ist, je nachdem P = 3 oder von 3 verschieden ist (§. 140). Da
nun zufolge (6) und (4)

vO—s = f— () v
{1 + ( )} #(0) = R(0)

v +(F) v =R
v +(F) v = RQ)

¥ (5) + (—}l) (3) = R(3)



272 Fiinfter Abschnitt.

ist, 8o erhilt man, weil im ersten und dritten Falle P =1, im
zweiten und vierten Falle P = 3 (mod. 4) ist,

L N.2vP=— [1—(2) g 1Py
I. N.2VP = —log [cF(:)?
0\ F(5%)?
M N.2V2P = log {ﬁ‘(j)"l
IV. N.2V2P =— log {c2F(j)?F(5%?}.
§. 106,

Nachdem -der Werth der unendlichen Reihe N fiir alle Fille
bestimmt ist, in welchen die Determinante D durch kein Quadrat
(ausser 1) theilbar ist, konnen wir nun die Anzahl 4 der Classen
der urspriinglichen Formen der ersten Art in geschlossener Form
angeben *).

A. TFiir negative Determinanten D ist (nach §. 97)
2V—D

7
mit Ausnahme des Falles D — — 1, wo der Ausdruck rechter

Hand zu verdoppeln ist. Hieraus ergeben sich folgende vier Re-
sultate

L D=—P=1 (mod 4); h=%<%>

h = N,

I. D=— P =3 (mod. 4); h—2>’:(i)
. D=—P= 5 k=23 (5
Il D= —2P =2 (mod. 8); h=2§(%)
1

IV. D=—2P =6 (mod 8); h=2 {% (%)—%(—;—)}

wo die Grenzen der Summationen sich immer auf den Werth 8s: P

*) Vergl. Kronecker: Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen qua-
dratischer Formen von negativer Determinante, Crelle’s Journal LVII. Da-
selbst findet man fiir negative Determinanten wesentlich neue Formeln,
welche aus der Theorie der elliptischen Functionen abgeleitet sind.



Classenanzahl der Formen. 278

beziehen*). Aus II. und IV. sind resp. die Félle D = —1 und
D — — 2 auszunehmen, in welchen h =1 ist.
B. TFiir positive Determinanten D ist (nach §. 99)
hlog(T+ UVD)= N.2VD,

wo T, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten, welche
der Gleichung

I"—DU* =1 ]
geniigen und nach der angegebenen Methode (§.84) stets gefunden
werden konnen. Der Werth N . 2V.D ist am Schlusse des vorigen
Paragraphen bestimmt; statt der dortigen Formeln kann man

auch die folgenden aus der Gleichung (2) des vorigen Paragraphen
ableiten:

I D=P =1 (mod. 4)
hlog(T+ UVP) =—{4—2<-1%-)] % (%) logsin 2
II. D= P=3 (mod.4)
Wlog (T + UVP) = % ( ) ( P) log sin 3%
IIL- D =2P = 2 (mod. 8)

hlog(T+ UVZP) = — 3 (—> (P) log sin 3%
IV. D=2P=6 (mod. 8)
hlog (T+UV2P) = — % (—_n—g) (%) log sin %

wo n alle relativen Primzahlen zu 2 P durchlaufen muss, fiir welche
n: P zwischen den angegebenen Summationsgrenzen liegt. Die
drei letzten Fille lassen sich in der gemeinschaftlichen Formel

hlog(f+ UVD) = — 3 (-> log sin 37

zusammenfassen, wo # alle zwischen 0 und 4.D liegenden relativen
Primzahlen zu 4 D durchlaufen muss.

*) Umgekehrt kann man diese Formeln benutzen, um die Vertheilung
der Zahlen a und b auf die acht Octanten mit Hilfe der Classenanzahlen
fir die Determinanten — P und — 2P zu bestimmen (Gauss’ Werke Bd. II.
1863. p. 288).

Dirichlet, Zahlentheorie. 18
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§. 107.

Betrachten wir die so gewonnenen Resultate, so zeigt sich ein
wesentlicher Unterschied zwischen den positiven und negativen De-
terminanten. Wiahrend nimlich der Ausdruck fiir die Classen-
anzahl bei einer negativen Determinante unmittelbar die Form
einer ganmzen Zahl hat — dass dieselbe zugleich positiv ist, hat
freilich bis jetzt noch Niemand auf elementarem Wege nachgewiesen
— so ist dies keineswegs unmittelbar ersichtlich bei den Aus-
driicken, welche die Classenanzahl fiir eine positive Determinante
darstellen. Es ist nun von hohem Interesse, dass mit Hiilfe eines
Satzes aus der von Gauss*) gegriindeten Theorie der Kreistheilung
(Supplement VIL) die obigen Ausdriicke fiir hlog (T'+ U VD) wirk-
lich stets in die Form log (¢ + « VD) iibergefithrt werden konnen,
wo t, v ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung ¢2— Du?=1
geniigen. Dies wollen wir jetzt nachweisen™*).

Behalten wir die bisherigen Bezeichnungen bei, so kénnen wir,
wie im Supplement VIL gezeigt ist, stets

24(z) =2 1 (2 — 6% = Y(x)——i(i}l)zVP . Z(x)
2B(z) =211 (z—6*) = Y () + z'(ll;—l)2VP . Z(z)

setzen, wo VP positiv ist, und Y (z), Z(z) ganze Functionen von
x bedeuten, deren Coefficienten ganze Zahlen sind. Zugleich ist
. o @Ea—1)

A(x)B(x) =II (zx—6%) = M@= —=1)
wo y, jedes positive, u, jedes negative Glied des entwickelten Pro-
ductes

p(P) =@-D@E—-D@"-)..=2m —Zm

bedeutet, und

*) D. A. Sectio VII.

**) Lejeune Dirichlet: Sur la maniére de résoudre Uéquation t2 — pu?
= 1 au moyen des fonctions circulaires (Crelle’s Journal XVII). Vergl
Jacolbi: Ueber die Kreistherlung und ihre Anwendung auf die Zahlen-
theorie (Berliner Monatsherichte 1837).
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Wir wenden uns nun, indem wir die am Schlusse des §. 105
gefundenen Ausdriicke fiir das Product 2log(T+ UVD)=N.2VD
zu Grunde legen, zundchst dem Falle I zu, in welchem D =
P =1 (mod. 4), und also

Wog(T+ UVP) = — (1 (3) 5} 1og (F (1))

ist. Da nun
A()B(1) = .g_z_: — pr

ist, wo » = 1 oder == 0 ist, je nachdem P eine Primzahl oder zu-
sammengesetzt ist (§. 138), so ergiebt sich

AQ Px
FO) = 5 = gy
da ferner
24(1) =y—e¢VP, 2B(1)=y+2VP
ist, wo die ganzen Zahlen Y (1), Z(1) zur Abkiirzung mit y, 2 be-
zeichnet sind, so wird

— P22 — 4 P*,
und folglich muss, wenn P eine Primzahl ist, y durch P theilbar
sein; mithin kann man in allen Fillen

y+2VP = (w+BVP) (VP)
setzen, wo o, # ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung
— Ppr=4(— 1)
geniigen, und man erhilt

(T+ UVPy = ("ifﬂg)i_ﬂ!@-

Sind nun die Zahlen y, 2z gerade, was jedenfalls eintreten muss,
wenn P = 1 (mod. 8) ist, so kann man « = 2o/, § = 2’ setzen,
wo die ganzen Zahlen o p’ der Gleichung

o/2—P ﬂ'z —_ (___ 1)::
geniigen; setzt man ferner
(@ + B VPP+* = ¢t 4 uVP,
so geniigen die ganzen Zahlen ¢, u der Gleichung {2— Pu? = 1
und man erhilt

(T+ UVPy = (t+uVP)(2 O)iad
8%
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Sind dagegen die Zahlen y, # und folglich auch «, # ungerade,
was nur dann eintreten kann, wenn P = 5 (mod. 8) ist (z.B. wenn
P = 13, wahrend z. B. fiir P = 37 der frithere Fall Statt findet),
so kann man

(‘l‘_‘*‘_g_v_ —o LB VP
setzen, wo «', ' ganze Zahlen sind, die der Gleichung
— P ﬂ'? — (_ 1)*

geniigen; setzt man nun wieder

(o + B VPy+ =t fu VP,
so wird {2 — Pu? = 1, und

(T+ UVP) = (t +u VP

Es leuchtet ein, dass, wenn P = 5 (mod. 8) ist, der erste oder
zweite Fall eintreten wird, je nachdem die Classenanzahl A durch
3 theilbar ist oder nicht (vergl. §. 99). Ebenso leicht erkennt man,
dass in allen Fillen = % (mod. 2), d. h. dass die Classenanzahl
h ungerade oder gerade sein wird, je nachdem P eine Primzahl
oder zusammengesetzt ist (vergl. §. 83. Anm.). Endlich mag noch
bemerkt werden, dass die Zahlen y, 2z beide positiv sind; da nim-
lich P = 1 (mod. 4), so zerfallen die Zahlen o in Paare von der
Form a und — a, ebenso die Zahlen 6 in Paare von der Form 5
und — b, und folglich sind 4 (1), B(1) und 4(1) + B(l) = y po-
sitiv; da ferner

{2 — (?)} {log B(1) —log A(1)} = klog(T + UVP)

positiv ist, weil h positiv, '+ UVP >1 ist, somuss B(1)> 4(1),
und folglich z positiv sein: ein Resultat, das bisher auf anderm
Wege noch nicht bewiesen ist.

§. 108.

Fiir den zweiten Fall ) == P = 3 (mod. 4) haben wir oben
das Resultat

hlog(T 4+ UVP) = — log {c F(:)?}
erhalten; da nun, wenn m irgend eine ungerade Zahl bedeutet,
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m—1

— Valm—1)2
- =
1—1

ist, und da ferner
2w —Zp=>0p—-1)0E—-1)@"-1..
TP —Zur=(p*—1) (p'*—1) p"2—1) ..
ist, so findet man leicht

. . H(’IA 1 — 1)
A0 B6) = qm—p =
wo % wieder = 1 oder = 0 ist, je nachdem P eine Primzahl oder
zusammengesetzt ist. Folglich wird

4G
FO) =36 = Be0

und also, da ¢3 = 1 ist,
T+ UVPY = ¢ (—1)*B (o)~
Mit Ausnahme des Falles P = 3 ist nun (nach §. 140) ¢=1, und

(—orB() = 4@, (—ord(5) =B,

wo @ (P) = 27 gesetzt ist, folglich
*B@) = A(—1), TA() = B(—1),

also auch
. Y(6) = Y(—1), i*.4Z0) = — tZ4(—1);
beriicksichtigt man nun, dass

A —(Tz,-)z oder =1

ist, je nachdem P eine Primzahl oder zusammengesetzt ist, so folgt
hieraus, dass man

Y (i) = (1 + <%) @')”y, iZ() = (1 +<—}_27) a)”z,
also

240)=(1+ (5) ) s—+VP), 280 = (1+(3)) +2VP)

setzen kann, wo y, # ganze Zahlen bedeuten, welche der durch
Multiplication entstehenden Gleichung

—Ps? — <—I2’—*) 01—



278 Fiinfter Abschnitt.
geniigen ; hieraus folgt weiter, dass man
(y+2VP)+* =2+ uVP)
setzen kann, wo ¢, u ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung
— Pu? = 1 geniigen. Zugleich wird
B+ — (1,%) #(t + uVP),
und folglich
(T+ UVPy = (t + uVP)—2x

Wir erwéhnen, dass b = 2« (mod. 4) ist, und dass die Zahlen
9, # stets dasselbe Vorzeichen haben.

In dem bisher ausgeschlossenen Fall P=3 ist T'=2, U=1,
¢ = 0, B(i) = ¢ — 67, woraus leicht folgt, dass

ELW = *(— ) B(i)t = 2+ V3)?,
also h = 2 ist.

§. 109.

Fiir den dritten Fall D = 2P = 2 (mod. 8). haben wir oben
—_ F(j3)
hlog(T+ UVIP) = log {ZU)
g(T'+ ) E\F()e
gefunden. Beriicksichtigt man nun, dass, wenn m irgend eine un-
gerade Zahl bedeutet,

gr—=D @r—=1) __(—2
UG—D -1 ( )
ist, 80 findet man

AG)BG) A BGY = pEi= LY - (28,

und folglich
(T+ U VaPy = A4 B(j)",
wo % wieder — 1 oder =— 0, je nachdem P eine Primzahl oder

zusammengesetzt ist. Da nun P = 1 (mod. 4), und also Y (j)
=" Y(), Z() = jZ(5) ist (§ 140), so kann man
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Y =5y " G—N)s Z0G) =% + " (G—50)}
setzen, wo ', y”, 2', 2’ ganze Zahlen bedeuten; da ferner j — 53
= V2 ist, so erhdlt man, wenn man

o = (___ 1)1/2; { rg Ilg P(zlg 2311.1)}’

B = (—1%.20y2" —y"d)

setzt, :
44(% B(j) = a4 V2P, 44(j)B(j>) =a—p V2P,

wo die ganzen Zahlen ¢, # der Gleichung

—2Pﬂ‘-’—16< Px)

geniigen und folglich beide durch 4 theilbar sind. Man kann
daher

A BG) =y+2V2P

setzen, wo die ganzen Zahlen y, z der Gleichung
y—2Ps = (37)
geniigen, und es ist

(T+ UV2PpP = (y+2V2P)
Hieraus folgt, dass b = 2 (mod. 4), falls P eine Primzahl von
der Form 8# -+ 5, sonst aber A = 0 (mod. 4) ist.
In dem bisher ausgeschlossenen Falle D — 2 war NVD =
log (14 V2); da ferner T'= 3, U = 2 ist, so folgt

hlog(8+ 2V2) = 2log(1 + V2),
also h = 1.

§ 110.

Fiir den vierten Fall D = 2 P = 6 (mod. 8) haben wir oben
(§8. 105, 106) das Resultat

hlog(T+ UV2P) = — log {c’14’(j)21'“(j3)}2

gefunden, welches vermdge der Gleichung

AG)BG) A BG) = (7o)
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in

(T + UV2Py = ¢ B(j)*B(j?)*
iibergeht, weil ¢8 = 1 ist. Lassen wir den Fall P = 3 unberiick-
sichtigt, so ist (nach § 140) ¢ = 1, und Y (j) = (—)* Y (1),
—Z(j) = (—J)* Z(§); da ferner r ungerade oder durch 4 theil.

bar ist, je nachdem x =1 oder =0, d.h.je nachdem P eine Prim-
zahl oder zusammengesetzt ist, so kann man

Y(j) = (#+9—) (¢ +9' (G—5%)
22() = @RrD—2) (¢ 43 (%)
" setzen, wo ¢, y”, 2/, 2" ganze Zahlen bedeuten; beriicksichtigt man,
dass j —j% = V2 ist, und setzt
0=y 2—Ps2—2y'1 L 2P
B=204"-2y"),
go erhilt man
LA A = (—j*—)* (@ —BV2P)
4B(j)B(j°) = (—j°—5;* (@ +BV2P),
wo die ganzen Zahlen o, § der durch Multiplication entstehenden
Gleichung

o« — 2 PB? = (;Tf) (—2)4—*
geniigen; man kann daher

(¢ +BV2P)+x = 2342t 4 u V2 P)
setzen, wo dié ganzen Zahlen ¢, u der Gleichung 2 — 2 Pu? = 1
geniigen; dann wird
B(jy+* B(j*)+* = (—1* (¢t +uV2P)
und folglich
(T+ UV2 Py = (t+uVaPy—,
woraus leicht folgt, dass.h = 2% (mod. 4) ist.

In dem ausgeschlossenen Fall P—=3 ist c = § = 64, T = 5,
U = 2, und man erhalt

0B(j) B(j*) = 6(j— 06 (j°—6%) = — (V24 V3)

6?B(j)*B(j3)? = — (5+2V6) = — (T+ UV2P)
und hieraus » = 2.




SUPPLEMENTE.







