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Darstellungen der Zahl 6m, welche zu einer und derselben durch
n reprisentirten Wurzel der obigen Congruenz gehéren, wollen wir
eine Gruppe von Darstellungen nennen. Den 2% incongruenten
Wurzeln dieser Congruenz entsprechen daher 2 solche Gruppen
von Darstellungen derselben Zahl 6¢m durch Formen des Systemes
S, und in jeder Gruppe sind ebenso viel Darstellungen enthalten,
als es Auflosungen der Gleichung #? — Du? — ¢? giebt.

Das System der Zahlen m ist nun also vollstindig definirt
durch die Bedingungen:

1. m ist positiv;

2. m st relative Primeahl gegen 2 D;

3. D ist quadratischer Rest von m.

§. 87.

Jetzt haben wir die Darstellungen von 6m, welche einer und
derselben Gruppe angehoren genauer zu betrachten.

Fiir den Fall einer negativen Determinante D ist die Anzahl
% der Auflésungen (¢, ) der unbestimmten Gleichung #2 — Du?
= ¢? endlich; dieselbe ist zugleich die Anzahl aller zu einer
Gruppe gehorenden Darstellungen einer jeden Zahl 6m; bedeutet
also g wieder die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden
Primzahlen f, so ist 2« die Anzahl der Gruppen, deren Jede % Dar-
stellungen enthilt, und folglich ist ,

® .28
die Gesammtanzahl aller Darstellungen der Zahl ém; und hierin
ist (§. 62)
% = 2 im Allgemeinen;
® =4, wenn D =— —1,
¥ =06,wenn ) = —3 und 6 = 2
ist. .

Fiir den Fall einer positiven "Determinante D dagegen ist
die Anzahl der Auflgsungen (¢, w) der unbestimmten Gleichung
t? — Du? = 62, und folglich auch die Anzahl der in jeder der 2«
Gruppen enthaltenen Darstellungen der Zahl 6m wnendlich gross.
Wir gehen daher zunichst darauf aus, durch neue Bedingungen,
welche den darstellenden Zahlen z, y aufzuerlegen sind, aus den
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unendlich vielen in einer Gruppe enthaltenen Darstellungen stets
eine einzige zu isoliren. Dazu betrachten wir die allgemeine Form
aller derselben Gruppe angehdrenden Darstellungen (z,y) der
Zahl 6m. Ist wieder (a, b, ¢) die Form des Systems S, mit welcher
die Form (6m, n, 61) dquivalent ist, und ist (% J) eine bestimmte
Transformation der erstern Form in die letzg’ere so erhdlt man
(nach §. 61) aus dieser einen alle anderen durch die Zusammen-
setzung
4, @) % B) — (M-!-W, AB+ud

v,/ \p, 0 va+ oy, v+ 00
aller Substitutionen (7' %), durch welche (a, b, ) in sich selbst
iibergeht, mit dieser bestlmmten Substitution ("’ p) Da nun (nach
§. 60) jedesmal der erste und dritte Coefﬁclent einer solchen Sub-
stitution eine zu der Wurzel » gehorende Darstellung liefern, und
da auch umgekehrt jede solche Darstellung (z, y) auf diese Weise,
und zwar nur ein einziges Mal erzeugt wird, so ist die allgemeine
Form aller dieser Darstellungen folgende:

r=~Aia+tupy, y=va+tey;
da (e, ) selbst eine solche Darstellung ist, so kann man sagen,
dass diese beiden Gleichungen aus einer bestimmten Darstellung
(o, p) alle derselben Gruppe angehiorenden Darstellungen (z, y)
finden lehren. Nun war aber (§. 62)

t—bu cu

l':- —_— e —

au t+bu
V= -, 0=
[
wo (t, u) jede beliebige Auflosung der Gleichung 2 — Du? = 6?
bedeutete; folglich erhalten wir

¢ % i u
xzug—(ba-}-cg/)—a, y__y—c;——{—(aoc—}by)g

Fiir alle diese Werthe ist daher
ax? + bey‘—i— cyt = om;
durch \Multiplication mit dem ersten Coefficienten ergiebt sich wie
frither
dam = (az + (b + VD)y) (az+ (b —VD)y),

und es tritt nun die hochst merkwiirdige Erscheinung auf, dass
jeder der beiden irrationalen Factoren rechter Hand eine geome-
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trische Reihe constituirt; setzt man ndmlich die vorstehenden
Werthe von z, y ein, so ergiebt sich leicht

az + @+ VD)y = (aa+ @+ VD)) L,

D
a4z + (b —VD)y = (aee + (b—VD)p) “V
wenn man also mit 7, U wie frither die kleinsten posmven Werthe

von ¢,  bezeichnet und zur Abkiirzung den positiven unechten,
Bruch

T+UVD _
el AL g

setzt, so ist (nach §. 85)
az+ (b +VD)y = £ (ae+ (b +VD)y) 6"
az+ G —VD)y =+ (aa+B—VD)y)6—

wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl oder Null
sein kann. Wir betrachten nur die erste dieser beiden Glei-
chungen, da aus ihr die zweite schon von selbst folgt. Ist nun k&
irgend ein von Null verschiedener reeller Zahlwerth, so leuchtet
ein, dass man das Vorzeichen der rechten Seite und den Ex-
ponenten # stets und nur auf eine einzige Weise so bestimmen
kann, dass der algebraische Werth von az 4 (b + VD) y zwischen
den Grenzen k und %6 liegt; denn nachdem das Zeichen + so ge-
wihlt ist, dass + (ae+ (b 4+ VD)y) gleichstimmig mit & wird,
giebt es nur noch ein einziges Glied der geometrischen Reihe
zwischen den beiden vorgeschriebenen Grenzen, wenn man, um
fiir jeden Fall Unbestimmtheit zu vermeiden, die eine derselben,
z. B. k6, von dem Intervall ausschliesst. Durch diese Forderung
fir den Werth von az 4+ (b 4+ VD)y ist dann aus der unend-
lichen' Anzahl von Darstellungen (z, y) eine einzige vollstindig
isolirt. Es kommt jetzt nur noch darauf an, & zweckmissig zu
wihlen.

Dazu konnen wir immer voraussetzen, dass die, eine ganze
Classe repriisentirende, Form (a, b, ¢) des Systems S einen posi-
tiven ersten Coefficienten o hat; denn es giebt ja in jeder Classe .
sogar reducirte Formen, welche diese Eigenschaft haben: Wir
machen daher von jetzt ab diese Voraussetzung iiber die Wahl
der in S enthaltenen Formen (fiir negative Determinanten haben
wir schon frither dieselbe Forderung gemacht, um dort die eine
Hilfte aller Classen ganz von der Betrachtung auszuschliessen)
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und miissen sie dann natiirlich fiir alles Folgende festhalten.
Dann wihlen wir fiir % die positive Quadratwurzel aus Gam, was
gestattet ist, da wir nur die positiven darstellbaren Zahlen am
betrachten. Wir stellen also die Bedingungen

Voam < az+ (b4 VD)y < 6}/ cam
auf, um aus allen derselben Gruppe angehdrigen Darstellungen
von 6m durch (a, b, ¢) eine einzige (z, y) zu isoliren. Sie lassen
sich, da ihre drei Glieder positiv sind, so umformen: quadrirt man,
und bedenkt, dass 6am das Product aus zwei positiven irrationalen
Factoren ist, so erhidlt man leicht durch Division

az -+ (b— VD)y < az+ b+ VD)y < 6*(az + (b— VD) y);
durch Vergleichung der beiden ersten Glieder ergiebt sich, da VD
stets positiv genommen wird, die Bedingung

y=0; ‘
die beiden letzten Glieder geben durch Umstellung und Resti-
tution des Werthes von # die Bedingung

aa:+by>%:y.

Umgekehit iiberzeugt man sich leicht, dass aus diesen beiden Be-
dingungen

y=0, ax+by>—gy

riickwiirts die obigen urspriinglichen Ifolirungsbedingungen folgen.

Ausserdem zeigt sich, was besonders zu bemerken ist, dass in
Folge dieser beiden Bedingungen auch der Werth der Form
ax? + 2bzy 4+ cy® von selbst positiv ausfillt; denn da 7> U VD
ist, so ergiebt sich durch Addition von +y VD auf beiden Seiten
der zweiten Bedingung, dass die beiden Factoren

az+@®+VD)y, az+(B—VD)y |

positiv sind, woraus dasselbe fiir ihr Product und also, da « po-
sitiv ist, auch fir ax? 4+ 2bxy + cy? folgt (fiir Formen von ne-
gativer Determinante versteht sich dies von selbst, da wir nur solche
betrachten, deren Aussere Coefficienten positiv sind).,



