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224 Fiinfter Abschnitt.

§. 91.

Bevor wir weitergehen, wollen wir aus unserer letzten Glei-
chung einige interessante Folgerungen ziehen: die erste derselben
ist rein zahlentheoretischer Natur und vervollstéindigt unsere frii-
here Theorie der Darstellung. Wir multipliciren die beiden unend-

lichen Reihen

1 - (D\ 1

2 ﬁ’—" 2- (,;’/T/> W
rechter Hand, nachdem wir die Summationsbuchstaben, um sie von
einander zu unterscheiden, accentuirt haben; dann erhalten wir
als Product_die doppelt unendliche Reihe

( " (%' nu)s
in welcher sowohl #’ als auch »" das Gebiet aller Zahlen #, d. h.
aller derjenigen positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hat, welche
relative Primzahlen gegen 2D sind. Offenbar ist jedes Product
von der Form »'»#” wieder in demselben Gebiet enthalten; fassen
wir daher alle Glieder der Doppelsumme, in welchen das Product
'n" denselben Werth » hat, immer in ein einziges zusammen, so
konnen wir diese Doppelsumme wieder in die Form einer einfach
unendlichen Reihe

Tn

' ne
bringen; bezeichnet man mit § die simmtlichen Divisoren der Zahl

n, so wird offenbar
-=3())

Dividiren wir ferner die Gleichung auf beiden Seiten durch ¢¢, so
nimmt sie folgende Form an
1 AT,

@ beytoyy T T X Tany

Fassen wir nun auchlinks allein den verschiedenen Doppelsummen
* yorkommenden Glieder, welche denselben Werth haben, in ein em-
ziges zusammen, so erhalten wir folgende Gleichung
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wo mit » alle die durch die sémmtlichen Formen (a, b, ¢) . . . des
Systems S darstellbaren Zahlen bezeichnet werden, und A, die An-
zahl der verschiedenen Darstellungen einer solchen Zahl v bedeutet.
Hierbei ist wohl zu bemerken, dass jetzt ebensowohl uneigentliche
wie eigentliche Darstellungen zugelassen werden, indem die dar-
stellenden Zahlen z, y nur noch den Bedingungen I. und II. des
vorigen Paragraphen unterworfen sind, wihrend sie frither auch
relative Primzahlen unter einander sein mussten.

Besteht nun fiir jeden iiber einer gewissen Grenze liegenden

positiven Werth des Exponenten s eine Gleichung von der Form
U

« B, 7 _ v
Tt t =gty tato
wo a, b, ¢ . .. sowohl wie @, b', ¢ .. .-positive und in ihrer Auf-
einanderfolge wachsende Zahlwerthe bedeuten, und sind die séimmt-
lichen Coefficienten o, 8, ¥ . .. &, ', ¥' ... von Null verschieden,
so folgt hieraus die vollstéindige Identitdt beider Reihen, d.h. es ist
a=4da, b=V, c=¢ ...
a.—__—a’, ﬁ_—_—-ﬂ’,'?z,_-—_-'y’...
Um dies zu beweisen, kénnenWvir annehmen, es sei ¢ < o/;
multipliciren ‘wir beide Seiten der Gleichung mit a®, so erhalten wir

cr(§) (2

— (2N 1 (VL (2N ...
= (S +8(7) +7(5)+
Da nun sowohl die Werthe

e @ ..

b’ ¢
als auch die Werthe

a a

T )
fortwihrend abnehmende echte Briiche sind, und beide Reihen
convergiren, so iiberzeugt man sich leicht*), dass mit unbegrenzt
wachsendem s die linke Seite der vorstehenden Gleichung sich dem
Grenzwerth @ nihert, und ebenso die rechte dem Grenzwerth o
oder 0, je nachdem @ = o' oder < @’ ist. Da nun beide Seiten

*) Vergl. Supplement IX. §. 143.
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sich nothwendig demselben Grenzwerth nihern miissen, und o von
Null verschieden ist, so muss ¢ = «', und folglich auch o« — &'
sein. Nachdem so die Identitit der ersten Glieder auf beiden
Seiten bewiesen ist, kann man dieselben fortlassen; aus der so ent-
stehenden Gleichung

[ g 7

et =gt

folgt dann auf dieselbe Weise, dass & — & und § = f’ sein muss,
und so kann man fortfahren.

Wendet man dies Princip auf unsere obige Gleichung an, so
ergiebt sich, dass jedes gn, dem ein von Null verschiedenes 7, ent-
spricht, nothwendig eine Zahl », d. h. eine durch die Formen S
darstellbare Zahl, und dass die Anzahl 4, der verschiedenen Dar-
stellungen eines solchen » = 6x gleich %z, ist; wenn dagegenz, =0
ist, so kann auch 6 keine durch die Formen S darstellbare Zahl
v sein; wir konnen daher in beiden Fillen sagen: die Anzahl
aller Darstellungen einer Zahl 6n durch die Formen S ist immer

=3£7:,,=%2(—§-

wo 0 alle Divisoren der Zahl?_n durchlaufen muss*).

Wir wollen dieses Resultat auf einige Beispiele anwenden.

1. Ist D = —1 (und folglich 6 = 1), so ist nur eine einzige
Form in dem System S enthalten, fiir welche wir die Form (1,0, 1)
wiihlen konnen; das System der Zahlen 6 ist das der positiven
ungeraden Zahlen, und da % = 4 ist, so erhalten wir das Resultat:

Die Anzahl aller Darstellungen einer beliebigen positiven un-
geraden Zahl n durch die Form (1, 0, 1) = 22 + y2 ist gleich

4% (—1)%I-D — 4 (M—N)

d. h. gleich dem vierfachen Ueberschuss der Anzahl M ihrer Divi-
soren 0 von der Form 4h + 1 diber die Aneahl N der Divisoren &
von der Form 4h + 3.

Die darstellenden Zahlen z, y sind gar keiner Beschrinkung
unterworfen; esleuchtet ferner ein, dass jedesmal acht verschiedene
Darstellungen eine einzige Zerlegung in zwei Quadrate geben; nur
wenn eine der beiden darstellenden Zahlen =— 0 ist, findet eine

*) Vergl, §. 124.



