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Ausnahme Statt, weil dann nur vier verschiedene Darstellungen
dieselbe Zerlegung liefern, ein Fall, der nur dann eintreten kann,
wenn % eine Quadratzahl ist. Die Anzahl der verschiedenen Zer-
legungen ist daher }(M — N + 1) oder (M — N), je nachdem n
eine Quadratzahl ist oder nicht. So ist z. B.

95 = 094 52 = 32 4 42

45 = 32 4 62

49 — 02 1 72

65 = 12 4 82 = 42 4 72,

Ist endlich » eine Primzahl, so ergiebt sich wieder, dass »
auf eine einzige, oder auf gar keine Weise in zwei Quadrate zerlegt
werden kann, je nachdem »n von der Form 4% 4 1, oder von der
Form 4k + 3 ist (§. 68).

2. Fiir die positive Determinante D — 2 existiren nur die
beiden einander #quivalenten reducirten Formen (1, 1, — 1) und
(—1, 1, 1), also nur eine einzige Classe; als reprisentirende Form
kann man daher auch (1, 0, —2) = 2?—2y? wihlen, Da die
kleinsten der Gleichung ¢? — 2u4? =— 1 geniigenden Zahlen T = 3,
U = 2 sind, so werden nur solche Darstellungen betrachtet, in
welchen ¢ = 0, 22 > 3y ist. Da ferner

(%) = (— 1)%@*-) — 4 1 oder =—1

ist, je nuchdem & = 8% + 1 oder = 8% + 5 ist, so bekommen
wir folgendes Resultat:

Die Anzahl aller den obigen Bedingungen geniigenden Dar-
stellungen (z, y) einer beliebigen positiven ungeraden Zahl n durch
die Form x* — 2y* ist gleich dem Ueberschuss der Anzahl der D:i-
visoren von n, welche die Form 8 h+ 1 haben, diber die Anzahl der
anderen Divisoren.

§. 92.

Eine zweite interessante Anwendung der vorstehenden Unter-
suchung machen wir auf die Analysis. Wir haben gesehen, dass
durch Einsetzen aller den Bedingungen I und II. geniigenden ganz-
zahligen Werthenpaare z, y in die Formen (a, b, ¢) ...des Systems
S die Zahlen on erzeugt werden, und zwar ist
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RT, = % 3 (—"g)

die Anzahl der verschiedenen Erzeugungen einer solchen Zahl 67,
wenn wieder fiir 8 alle Divisoren von » gesetzt werden. Nehmen
wir daher von jeder der Zahlen az? + 2bzy + cy? eine bestimmte
Function v, so entsteht auf diese Weise jeder Werth 4 (6#%) so oft
als »7, angiebt. Hieraus folgt wieder, dass

S v(ax? 4 2bxy L ey?) + - - - =% I 1,9 (6n)
sein wird, sobald die Function ¢ so gewdhlt wird, dass diese un-
endlichen Reihen bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un-
abhingige Summen haben. Dies ist der Fall, wenn man

V() =g

setzt, wo ¢ eine reelle oder complexe Griosse bedeutet, deren Mo-
dulus ein echter Bruch ist. Man erhilt auf diese Weise folgende
sehr allgemeine Gleichung

2 qcx5+2bzy+cy2 _+_ e e — % 2 .vnqo'n;

da auf der rechten Seite der Coefficient z, selbst wieder eine Summe
ist, in welcher 8 die simmtlichen Divisoren von # zu durchlaufen
hat, so kann man, indem man #» in %' verwandelt, die Gleichung
auch so schreiben

wonun rechts eine Doppelsumme steht, in welcher jeder der beiden
Summationsbuchstaben %' und 0 das Gebiet aller Zahlen » zu
durchlaufen hat.

Wir wollen die vorstehende Gleichung auf einige specielle
Fille anwenden. Nehmen wir z. B.' D =—=—1, also 6 =1, so
haben wir links nur eine einzige Doppelsumme; nehmen wir wieder
(1,0, 1) als die repriisentirende Form, so ist dieselbe gleich

2 g7,
worin z, y alle Werthenpaare zu durchlaufen haben, fiir welche
2? + y? ungerade ausfillt; es muss daher eine der beiden Zahlen
Z, y ungerade, die andere gerade sein; da man nun in jeder er-
laubten Combination 2 mit y vertauschen kann, so setzen wir fest,
dass z nur die ungeraden, y nur die geraden Werthe durchlaufen

soll, miissen dann aber die so beschrinkte Doppelreihe mit 2 mul-
tipliciren; wir erhalten so
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23 =237 @ =23 ¢ X I
wo z alle positiven und negativen ungeraden, y alle positiven und
negativen geraden Zahlen und Null zu durchlaufen hat; be-
schriinken wir aber z auf alle positiven ungeraden, und y auf alle
positiven geraden Zahlen, so konnen wir das vorstehende Product
auch so schreiben

42" X1+22¢).
Auf der rechten Seite haben wir (nach §. 88) die Doppelsumme

—1 ,
13 (55 )0 =4 3 (— 1ywi- g,

wo »' und d alle positiven ungeraden Zahlen zu durchlaufen haben;
die Summation in Bezug auf »' lisst sich ausfiihren, indem
d
b an_qd‘+qu+qsd‘+ 1qud‘

ist; dadurch wird die rechte Seite gleich

J
4 3 (—hd- 2 q e

und wir erhalten daher folgende merkwiirdige Gleichung
@+ +g5+q94 ) (1 +2¢4+2q16+2¢%+ - . 3
q 'l g° g’
i1 _.qs+ 1_q10_1_q14+ e
welche, wie die anderen Gleichungen, welche negativen Determi-
nanten entsprechen, auch aus der Theorie der Elliptischen Func-
tionen abgeleitet werden kann *).

Fiir positive Determinanten fallen die entsprechenden Glei-
chungen weniger einfach aus, weil auf der linken Seite die Varia-
beln z,y immer noch der Bedingung II. unterworfen sind. Nehmen
wir z. B. D = 2, also 6 = 1, » = 1, so erhalten wir in #hnlicher
Weise die Gleichung

Y= 3 ( ) qd‘n'
q ?° 7 q’
TI—g T I—¢g 1 _q1o+ 1 __q14+'
wo auf der linken Seite fiir z, y alle Werthenpaare zu setzen sind,

.y

*) Man vergleiche Jacobi: Fundamenta nove theorme Sunctionum
ellipticarum 1829 pagg. 92, 108, 184,



