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232 Fiinfter Abschnitt.

man sie nur durch Division von demselben zu befreien, und die
Quotienten, die unter einander relative Primzahlen sind, bilden ein
solches allen Anforderungen geniigendes Werthenpaar.

Wir machen von der vorstehenden (auch fiir andere Unter-
suchungen niitzlichen) Betrachtung eine specielle Anwendung auf
den Fall, in welchem %k = 2D ist; wir konnen dann so sagen:
ist (a, b, ¢) irgend eine Form vom Theiler ¢ und von der Deter-
minante D, so kann man stets zwei relative Primzahlen o, y von
der Beschaffenheit finden, dass

d a2t 2bay -+ cp?
o 6

positiv und relative Primzahl gegen 2D wird. Da nun e, p rela-
tive Primzahlen sind, so kann man (§. 24) irgend ein Paar von
Werthen $, & wihlen, welche der Gleichung «d — fy =1 geniigen,
und dann geht die Form (a, &, ¢) durch die Substitution (g £) in
eine dquivalente Form iiber, deren erster Coefficient a’ positiv ist
und ausserdem die Eigenschaft hat, dass o' : 6 relative Primzahl
gegen 2 D ist. Und hiermit ist in der That der verlangte Nach-
weis geliefert, dass in jeder Formenclasse solche Reprisentanten
ausgewihlt werden konnen, welche die obige neue Bedingung
erfiillen.

§. 94.

Wir nehmen daher jetzt an, dass die repriisentirende Form
(@, b, ¢) so gewihlt ist, dass a:6 nicht nur positiv, sondern auch
relative Primzahl gegen 2 D ist, und fragen nun nach dem System
aller Werthenpaare «, y, welche der Bedingung 1. geniigen, dass
ax?+ 2bxy + cy?
[}
relative Primzahl gegen 2D wird*). Bezeichnen wir wie friiher mit
< den absoluten Werth der Determinante D, so kann man stets
z=24dv+o0a, y=2Jdw+y
setzen, wo & und y irgend welche der 2 4 Zahlen
0,1,2...024—1),

*) Ganz &hnlich lisst sich auch der Fall behandeln, wenn (g, b, ¢) keine
ursprimgliche Form ist; man kann dann gleich darauf ausgehen, die An-
zahl der Classen von Ueliebigem Theiler ¢ zu bestimmen, und erhalt auf
diese Weise ebenfalls das unten (in §. 100) gewonnene Resultat,
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und » und w beliebige ganze reelle Zahlen bedeuten; jede Com-
bination zweier ganzen Zahlen z, y kann stets nur auf eine einzige
Weise in diese Form gebracht werden. Da nun aus
= o (mod. 24) und y =y (mod. 24)
auch
ax? + 2(;90_1/ + cy? = ao? -+ 2b6ay + ¢y? (mod. 2 4)
folgt, so leuchtet ein, dass man unter den simmtlichen 4 42 Com-
binationen (e, ¥) nur diejenigen zu ermitteln hat, fiir welche
ao? 4+ 2bay + cy?
(]
relative Primzahl gegen 2.4 wird. Die gesuchten Combinationen
(z, y) vertheilen sich dann in zusammengehorige Paare von arith-
metischen Reihen, deren Differenz — 2 4 ist, und deren Anfangs-
glieder o, y specielle solche Combinationen sind, die dieselbe
Bedingung erfiillen. Uns kommt es nun weniger darauf an, wirk-
lich alle diese Combinationen (&, y) genau zu definiren, als viel-
mehr, nur ihre Anzahl sicher festzustellen, weil diese allein bei
dem spétern Grenziibergang eine Rolle spielt. Hierzu ist es aber
nothig verschiedene Fille zu unterscheiden.

Lrstens: 6 = 1. Wir fragen nach der Anzahl der Combi-
nationen (e, ), fiir welche aa? + 2bay 4 ¢p? oder, da a relative
Primzahl gegen 24 ist, fiir welche

a(ae? +2bay + cp?) = (ac+by)? £ 4p?
relative Primzahl gegen 2 4 wird. Setzt man zuniichst fiir p ir-
gend eine der o geraden Zahlen
0,2 4...024—2),
so ist erforderlich und hinreichend, dass (a« + by)? und folglich
(ae -} by) relative Primzahl gegen 24 werde; lisst man aber o
das in Bezug auf den Modulus 2 o vollstindige Restsystem
0,1,2...(24—1)
durchlaufen, wihrend y seinen Werth behilt, so durchliuft (nach
§.18) der Ausdruck (ae + by), weil a relative Primzahl gegen den
Modulus ist, ebenfalls ein vollstindiges Restsystem, und folglich
gehdren zu jedem solchen geraden » genau ¢ (24) erlaubte Werthe
von «, wo die Charakteristik ¢ im frithern Sinne (§. 11) gebraucht
ist. Jedem der o ungeraden Werthe

1’ 3---(24"'1)
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von y entsprechen ebenfalls ¢ (24) erlaubte Werthe von o; dies
leuchtet unmittelbar ein, wenn o gerade ist, weil die Forderung
sich dann ebenfalls darauf reducirt, dass (ae« -+ by) relative Prim-
zahl gegen 2 4 werden muss. Ist aber 4 und also auch + Ap?
ungerade, so muss, da
(@oc +0yp)? + Ap2

ungerade und relative Primzahl gegen 4 werden soll, (a« -+ by)
gerade und relative Primzahl gegen « werden, und folglich muss
auch der Rest von (e« + by) in Bezug auf den Modul 24 gerade
und relative Primzahl gegen A sein, und umgekehrt wird, sobald
dies der Fall ist, die obige Forderung erfiillt sein. Durchliuft
nun « alle seine 2 4 Werthe, so durchlduft der Rest von (awo -} bp)
dieselben 2 4 Werthe; unter diesen sind die folgenden o Reste
gerade

0,2 4...2(4—1),

und unter diesen sind ¢ () relative Primzahlen gegen die un-
gerade Zahl 4. Dies ist also die Anzahl der zu jedem ungeraden
p gehorenden erlaubten Werthe von «; da nun aber 4 ungerade,
also relative Primzahl gegen 2 ist, so istauch ¢ (2 4)=¢ (2) p (A)
= ¢ (), und folglich haben wir in allen Fillen dieselbe Antwort:
zu jedem geraden oder ungeraden y gehdren stets g (2.4) erlaubte
Werthe von «; mithin existiren im Ganzen 24 ¢ (24) erlaubte
Combinationen («, 9).

Zweitens: 6 = 2; a und ¢ gerade, b ungerade, und D =
(mod. 4). Es fragt sich: fiir wieviele Combinationen («, y) ist

jaot +bay 4 Ley?
ungerade und relative Primzahl gegen 4? — Wir beschrinken
uns zuniichst darauf, die Combinationen zu bestimmen, fiir
welche dieser Werth ungerade ausfillt. Da wir den Représen-
tanten (a, b, ¢) so gewahlt haben, dass }a relative Primzahl gegen
24 und also auch ungerade ist, so wird

D=0"—ac=1 oder =5 (mod. 8),

je nachdem }c gerade oder ungerade ist; im ersten Fall muss
daher « (lae 4 by) ungerade, also o ungerade, und y gerade
sein; im zweiten Fall muss mindestens eine der beiden Zahlen e
und y ungerade sein. Die Anzahl der erlaubten Combinationen
ist hierdurch im ersten Falle auf 42, im zweiten auf 3 4? herab-
gedriickt,
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Soll nun der Werth von }ae?-+ bay+ §cy? auch relative
Primzahl gegen 4 werden, so ist erforderlich und hinreichend,
dass

(aoe +0p)* + A4y? = 2a(aa +bay+ica?)

oder also (ao -+ by) relative Primzahl gegen 4 werde. Im ersten
Fall, wo D = 1 (mod. 8) ist, diirfen fiir y nur gerade, fiir o nur
ungerade Werthe gesetzt werden. Giebt man daher y einen be-
stimmten der 4 Werthe

0,2,4...24—2)
und lidsst dann o die simmtlichen o/ Werthe

1,3,5...24—1)
durchlaufen, welche offenbar in Bezug auf den Modul & ein voll-
stindiges Restsystem bilden, so gilt (da @ relative Primzahl gegen
4 ist) dasselbe von den 4 entsprechenden Zahlen (aw 4 by), und
folglich sind unter denselben ¢ (4) = ¢ (24) relative Primzahlen
gegen 4. Im Ganzen giebt es daher in diesem Fall 4 ¢ (2 4)
erlaubte Combinationen (¢, y). — Im zweiten Fall, wo D=5
(mod. 8) ist, und in welchem mindestens eine der beiden Zahlen
o, y ungerade sein muss, findet man auf dieselbe Weise, dass
jedem geraden Werthe von p wieder ¢ (J) = ¢ (24) ungerade
Werthe von o entsprechen, woraus zuniichst 4 ¢ (2 o) zulissige
Combinationen entspringen; ist aber y ungerade, und durchléduft
o seine sdmmtlichen 24 Werthe, so durchliuft der Ausdruck
(a0 4+ by) zweimal dasselbe vollstindige Restsystem in Bezug auf
den Modulus ; es giebt daher immer 2 @ (4)=2¢ (24) erlaubte
Werthe von «, so dass aus den 4 ungeraden Werthen von y ge-
nau 24 (24) erlaubte Combinationen (e, y) entspringen. Im
Ganzen giebt es daher in diesem zweiten Falle 3 4¢ (2 4) erlaubte
Combinationen (e, p).

Wir konnen die simmtlichen Fille so zusammenfassen: die
Anzahl der Paare von zusammengehérigen arithmetischen Reihen

z=2dv+t+ea, y=2dwt+vy
welche der Bedingung I. geniigen, ist

=w.d9(24),
wo
®=2, wenn 6 =1

w=1 wenn 6 =2 und D=1 (mod. 8)

®=3, wenn 6 =2 und D = 5 (mod. 8)
ist.



