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236 Fiinfter Abschnitt.

§. 95.

Wir kehren nun zu unserer Hauptgleichung zuriick, der wir
die Form

1 o% 1 D

2 (az?+ 2bxy + cy?)te o= Gi+o 2 e nite < ( ) ni+e
geben, indem wir s =1 - ¢ setzen, mit ¢ multipliciren und durch
olt+e dividiren; lassen wir jetzt die positive Zahl ¢ unendlich klein
werden, so haben wir die Grenzwerthe der einzelnen Glieder zu
bestimmen, welche sich auf der linken und rechten Seite befinden.
Indem wir mit der Discussion der linken Seite beginnen, wird es
wieder nothwendig, den Fall einer negativen Determinante von
dem einer positiven vollstindig zu trennen.

Wir nehmen daher zuniichst an, die Determinante D sei ne-
gativ =— 4. Dann sind die Variabeln z, y in der der Form
(@, b, ¢) entsprechenden Hauptsumme nur der Bedingung I. unter-
worfen, und wir haben eben gesehen, dass eine solche Hauptsumme
in wd @ (24) Partialreihen zerfillt, welche den einzelnen zulds-
sigen Combinationen (e, ¢) entsprechen. Betrachten wir daher
zunichst nur eine einzige solche Partialsumme

1 :
p (az? + 2bzy + cy2)r+e’
in welcher z, y alle Werthe
r=24dv+t+wn, y=2dw-+vy

zu durchlaufen haben, die einer bestimmten zulidssigen Combination
(e, ¥) und allen denkbaren ganzzahligen Werthen v,w entsprechen.
Nach den in den Supplementen (II. §.118) aufgestellten Principien
ist der Grenzwerth des vorstehenden Productes identisch mit dem
des Quotienten 7T':f, wo ¢ eine iiber alle Grenzen wachsende posi-
tive Zahl, und T die zugehorige Anzahl der dargestellten Zahlen
ax®+ 2bzy + cy? bedeutet, welche nicht grosser als ¢ sind, fiir
welche also

(Vt) +207- Vt+c(Vt> =1
ist. Dieser Grenzwerth des Quotienten 7':¢ lisst sich leicht mit



Classenanzahl der Formen. 237

Hiilfe einer geometrischen Betrachtung bestimmen; setzt man
némlich

xz Yy __
-V—t——ga w——ﬂ,

so ist T die Anzahl der Werthenpaare

_2d a2y
g—*—v_t'v"“—"/_t’ n = Vt'w+-Vt7 (1)
fiir welche
k420t e £ 1 @

wird; sieht man nun £, % als rechtwinklige Coordinaten eines
Punctes in einer Ebene an, und ldsst man » und w alle ganz-
zahligen Werthe durchlaufen, so bilden die durch die Formeln (1)
bestimmten Puncte (£, 5) ein Gitter, welches durch die recht-
winklige Kreuzung zweier Systeme von Geraden entsteht, die dén
Axen parallel sind, und von denen je zwei benachbarte die con-
stante Distanz 0 — 2.4/:V¢ haben. Die ganze Ebene wird auf
diese Weise in Quadrate von dem Fldcheninhalt
4 42
02 = -
zerlegt, deren Eckpuncte jene Puncte (£, 1) sind; und folglich ist
T die Anzahl derjenigen dieser Gitterpuncte (§, %), welche nicht
ausserhalb der durch die Gleichung

ag?+2bkn +en? =1 ' &)
dargestellten Curve liegen; da nun 42 —ac = — 4 negativ (und
a positiv) ist, so ist diese Curve eine Ellipse, deren Mittelpunct
mit dem Nullpunct des Coordinatensystems zusammentillt. Nach
einem ebenfalls in den Supplementen (IIL. §. 120) aufgestellten
Hiilfssatz hat folglich das Product

T.62 :442.%

den Fldcheninhalt 4 dieser Ellipse zum Grenzwerth, wenn ¢ un-
endlich gross und also & unendlich klein wird; es ist daher der ge-
suchte Grenzwerth

T A.

T T dar

woraus schon folgt, dass derselbe von (e, y) unabhingig und also
fiir jede der @ 4 ¢ (24) Partialsummen, welche unsere Hauptsumme

lim
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constituiren , derselbe ist. Mithin ist der Grenzwerth dieser der
Form (a, b, ¢) entsprechenden Hauptsumme

1
e (az2 4+ 2bzy + cy?)i+e

gleich

4 g4
442 44
wo A4 den Flidcheninhalt der Ellipse (3) bezeichnet*). Um diesen
zu bestimmen, transformire man die Gleichung der Ellipse durch
Einfithrung solcher rechtwinkliger Coordinaten, welche mit den
Hauptaxen der Ellipse zusammenfallen, wodurch sie die Form ,+ -

a’é’“—!—c’n” —1

annehmen wird. Bekanntlich bleibt bei einer solchen orthogonalen

Transformation die Determinante 42 — ac ungeandert, so dass
acd =ac—b2=4d

ist; andererseits sind Va' und V¢’ die reciproken Werthe der beiden
Halbaxen, und folglich ist

odp(2d) . A,

L
Vae — V2’
wo natiirlich die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Es ergiebt

sich also das merkwiirdige Resultat, dass dieser Flacheninhalt A,
und folglich auch der obige Grenzwerth

one(24)
44V4

der auf die eine Form (a, b, ¢) beziiglichen Hauptsumme von den
einzelnen Coefficienten @, b, ¢ und folglich von der individuellen
Natur dieser Form g#nzlich unabhiingig ist. Denselben Grenzwerth
wird daher jede andere, einer andern Form (o, ¥/, ¢/) des Systems
S entsprechende, Hauptsumme haben; bezeichnen wir daher mit %
die Anzahl dieser einzelnen Hauptsummen auf der linken Seite
unserer Gleichung, d. h. also die Anzahl der Classen nicht dqui-
valenter urspriinglicher Formen der oten Art fiir die negative De-

A =

*) Daraus, dass der Quotient T : ¢ sich einem bestimmten Grenzwerth
nihert, geht zufolge des in den Supplementen (1I. §. 118) aufgestellten Satzes
nachtriaglich hervor, dass die bisher betrachteten unendlichen Reihen fiir
jeden positiven Werth von g, also fiir alle Werthe s > 1 convergiren.



