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Der Grenzwerth der auf die Form (a, b, ¢) beziiglichen Haupt-
summe wird daher, wenn man statt 4 wieder D schreibt, gleich

0@ (2D) Tog T+ UVD

8DVD g ’
wo, wie frither, 7', U die beiden kleinsten der unbestimmten
Gleichung 7% — D U? = ¢? geniigenden positiven Zahlen bedeuten.
Mithin zeigt sich auch hier, wie frither bei den Formen von nega-
tiver Determinante, dass der Grenzwerth einer auf eine einzelne
Form (a,b,c) des Systems S beziiglichen Hauptsumme nur von der
Determinante D (und der Art 6), dagegen gar nicht von dem in-
dividuellen Charakter der Form abhingt, dass er also fiir alle
diese Formen derselbe ist. Bezeichnen wir wieder mit % die An-
zahl aller in S enthaltenen Formen, d. h. die Anzahl aller Classen
wrspriinglicher Formen ater Art fiir die positive Determinante D,
so ist daher

hm«p(21)) log T4+ UVD
8DVD ¢
der Grenzwerth, welchem fiir unendlich abnehmende positive Werthe
von ¢ die linke Seite unserer Hauptgleichung sich nihert. Auf
der rechten Seite ist # = 1, ferner ebenso wie frither bei Formen
von negativer Determinante
_92a) 92D

lim ¢ % 1+e o4 = 9D

und folglich erhalten wir durch Vergleichung beider Seiten der
Hauptgleichung das Resultat

1 4VD . (D 1
h=ge —Tyovp ™= (7)%1’%?
log ————
§. 99.

Fiir Formen der ersten Art ist 6 =1, und ® =2 (§. 94); hier-
aus folgt fiir die Anzahl der Classen urspriinglicher Formen erster
Art der Ausdruck

3 = 2VD ms D)
log (T+ UVD) ( wire !
wg 7, U die kleinsten der Gleichung
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I"—DU% =1
geniigenden positiven ganzen Zahlen bedeuten. Ist ferner D = 1
(mod. 4), so existiren auch Formen der zweiten Art, deren Anzahl
wir mit A’ bezeichnen wollen; es ist dann 6 = 2, und ® = 1 oder
= 3 zu setzen, je nachdem D = 1 (mod. 8) oder = 5 (mod. 8)
ist; wir erhalten daher, wenn wir zur Unterscheidung mit 77, U’
die kleinsten der unbestimmten Gleichung

I'"*—DU'? = 4
geniigenden ganzen positiven Zahlen bezeichnen,
, 1 2VD Y <2> 1
V=g g+ oyp ™I%) e

Nun ist einleuchtend, dass jede Auflssung (¢, w) der Gleichung
$?— Du?=1 durch Verdoppelung eine Auflosung (' = 2¢, u’ = 2u)
der Gleichung #? — Dw'? = 4 giebt, und umgekehrt, dass man
durch Halbirung jeder geraden Auflosung (#', u') der letztern eine
Auflosung (¢, u) der erstern erhiilt. Hieraus folgt unmittelbar,’
dass (' = 2 T} w' = 2 U) jedenfalls die kleinste gerade Auflsung
der Gleichung #?— Du'? — 4 ist. Ist nun zuniichst D =1
(mod. 8), so kann diese Gleichung iiberhaupt nur gerade Aufls-
sungen haben; denn wire eine der beiden Zahlen ¢, und folglich
auch die andere ungerade, so wiire die linke Seite durch 8 theil-
bar, wihrend sie doch = 4 sein soll; in diesem Fall ist daher

UVvD

’
=21, =20, ZETVD gy gy,

und da ausserdem ® = 1 ist, so ergiebt sich
W =h, wenn D =1 (mod. 8).

Im andern Fall D = 5 (mod. 8) kann die Regel nicht so be-
stimmt ausgesprochen werden, indem bei manchen dieser Deter-
minanten die kleinste Auflosung (7", U') wieder eine gerade, bei
anderen aber eine ungerade ist. Im ersten dieser beiden Fille ist
dann wieder 7" = 2 T, U’ = 2 U und folglich, da & = 3 ist,

- b = }h, wenn D = 5 (mod. 8), und 7", U’ gerade;
es giebt unterhalb 200 nur 5 Determinanten, nimlich 37, 101, 141,
189, 197, fiir welche dieser Fall eintritt *).

*) Vergl. Cayley:~Note sur Péquation 22— Dy?=-4, D=>5(mod.8),
Crelle’s Journal LIIL p. 369. Man findet daselbst eine Tabelle? welche bis
D = 997 reicht.
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Im zweiten Falle, wenn 7", U' ungerade sind, haben wir unter
allen positiven Auflosungen (¢, «'), welche (§. 85) aus der Formel

' +u' VD _ (T' +U VD)"

2 2
fir positive Werthe von n entspringen, die kleinste gerade aufzu-
suchen. Versuchen wir daher die néichst grossere AuflGsung, welche
dem Exponenten n =— 2 entspricht, so erhalten wir
2 2
T +2D U , ’ — TI UI;
da o’ offenbar ungerade ist, so gehen wir zu dem folgenden Ex-

ponenten n = 3 iiber, um die niichst grossere Auflosung zu priifen;
da finden wir

t =

t =

T34+ 3DT' U _ ,, I'24 3DV
4 o 4 ’
und da
7= U'? = 1 (mod. 8), 3D = —1 (mod. 8)
ist, so folgt, dass ¢ und folglich auch «' gerade Zahlen werden,

und also ¢ =27, w' = 2 Uist. Wir haben daher in diesem
Falle

T4+ UVD — <T + U VD)
und _
log T_i_f_‘/_p — 1log (T + UVD);

beriicksichtigt man ferner, dass w = 3 ist, so ergiebt sich die
Relation

W = h, wenn D = 5 (mod. 8), und 7", U’ ungerade.

Auch fiir positive Determinanten hat Gauss*) ebenfalls die
Relationen zwischen den Anzahlen der Formen der ersten und
zweiten Art aufgestellt, fiir den letzten Fall aber, in welchem
D = 5 (mod. 8) ist, in ganz anderer Form; er zeigt néimlich, dass
die drei urspriinglichen Formen

(1, 0, — D), (4, 1, .1_‘_;_2), (4 3, __.)

entweder alle #quivalent sind, oder drei verschiedenen Classen
angehoren; und je nachdem das Erstere oder Letztere eintritt, ist
W = h oder b/ = }h

# D. A. art. 256. VI. — Vergl. §. 151, L

*



