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Setzt man, wie friither,
(T'+ UVDY =t, +u, VD,

so lisst sich der Werth von A unmittelbar angeben, wenn fiir jede
einzelne in S aufgehende Primzahl p die kleinste Zahl » bekannt
ist, fiir welche u}, durch p theilbar, und zugleich die hichste Po-
tenz von p gegeben ist, welche dann in u} aufgeht*); doch gehen
wir hierauf nicht weiter ein, da der Hauptzweck, das Verhiltniss
zwischen den Classenanzahlen A und A’ fiir die Determinanten D
und 2 zu finden, erreicht ist.

Dieselbe Aufgabe ist, wenigstens fiir negative Determinanten,
auch schon von Gauss vollstindig gelost**).

§. 101.

In Folge der vorhergehenden Untersuchungen konnen wir uns
auf den Fall beschriinken, in welchem die Determinante D durch
kein Quadrat ausser 1 theilbar ist, und es bleibt nur noch iibrig,
den Grenzwerth der unendlichen Reihe

> (i) i

tiir unendlich abnehmende positive Werthe von ¢ wirklich zu be-
stimmen.

Solange ¢ positiv bleibt, ist diese Reihe immer convergent, und
zwar ist ihre Summe durchaus unabhingig von der Ordnung, in wel-
cher man ihre Glieder auf einander folgen lésst; ist aber ¢ =0, so
gehort diese Reihe zu der Classe derjenigen, in welcher die Summe
der positiven Glieder fiir sich, so wie die der negativen Glieder
fiir sich genommen unendlich gross ist. Da nun unter der Summe
einer unendlichen convergirenden Reihe stets der Grenzwerth ver-
standen wird, welchem sich die Summe ihrer ersten n Glieder
niihert, wenn die Gliederanzahl » unbegrenzt wiichst, so sieht man

*) Dirichlet: Ueber etne Eigenschaft der quadratischen Formen von
positiver Determinante (Crelle’s Journal LIII). )

**) D. A. art. 256. V. — Vergl. §. 151, II. — Die obigen Sitze sind auf
anderm Wege auch von Lipschitz bewiesen (Crelle’s Journal LIII).
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leicht ein, dass bei einer unendlichen Reihe von dieser eigenthiim-
lichen Beschaffenheit erst dann von ihrer Convergenz und von ihrer
Summe die Rede sein kann, nachdem ihre simmtlichen Glieder in
eine bestimmte Ordnung gebracht sind, nach welcher eines auf
das andere folgt; denn die Summe, wenn sie iiberhaupt existirt,
héngt wesentlich von der Compensation ab, welche zwischen den
fiir sich allein unendlich wachsenden positiven und negativen Be-
standtheilen gerade durch diese Anordnung der Glieder hervor-
gebracht wird. Eine solche unendliche Reihe hat daher ganz ver-
schiedene Summen, je nach der verschiedenen Anordnung der
Glieder. Aber gesetzt auch, dies wiire gar nicht der Fall, sondern
die Reihe hitte auch fir den Werth ¢ = 0 einen vollstindig be-
stimmten Werth, so wiirde sich immer noch fragen, ob dieser
Werth auch der Grenzwerth ist, welchem sich der Werth der Reihe
unendlich nihert, wenn ¢ unendlich klein wird, d.h. es wiirde sich
fragen, ob der Werth der unendlichen Reihe sich an der Stelle
¢ = O stetig mit ¢ dndert.

Ueber alle diese Zweifel entscheidet nun der folgende allge-
meine Satz*): Sind oy, o, o . . . unendlich viele Constanten von
der Beschaffenheit, dass die Summe

Br =01+ -+,

wie gross auch n werden mag, ihrem absoluten Werth nach stets
kleiner bleibt als eine feste Constante C, so convergirt die umend-
liche Reihe

oy | O

R R A TRt
Siir jeden positiven Werth des Exponenten s (excl. s = 0) und ist
zugleich eine stetige Function von s.

Um dies zu beweisen, vergleichen wir die vorstehende Reihe
mit der folgenden

b(3—5) +8 (3—) 46 (G—g)+

Die Summen der ersten n Glieder der erstern und letztern Reihe
unterscheiden sich von einander nur um

B .
CESVE

da nun der Voraussetzung nach g, seinem absoluten Werth nach

*) Dirichlet: Recherches etc. §. 1. — Vergl. §. 143.
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stets unterhalb der endlichen Grosse C bleibt, und s positiv ist,
so wird dieser Unterschied mit unbegrenzt wachsendem » unend-
lich klein werden. Nihert sich daher die Summe der ersten
n Glieder der einen Reihe einem bestimmten Grenzwerth, d. h.
convergirt die eine Reihe, so ist dies auch mit der andern der Fall,
und zwar hat sie dieselbe Summe. Wir brauchen daher die obigen
Behauptungen nur fiir die letztere Reihe zu beweisen; dazu be-
trachten wir die Summe von beliebig vielen Gliedern, welche auf
die ersten n Glieder folgen:

m“(minfﬂﬁim3+'”

+m”<mimf—m+;+n);

da die Differenzen '
1 1 1 1
n+D m+2° m+2r m+3)
simmtlich positiv sind, und ihre Coefficienten
ﬁn+1a ﬂn+2 .
absolut genommen sémmtlich kleiner als C sind, so ist die Summe

dieser m Glieder absolut genommen auch kleiner als das Product
aus C und der Summe jener m Differenzen, d. h. kleiner als

(RS
Wt (mFmt 1y
und folglich auch kleiner als
C C .

ORI
die Summe dieser m Glieder der Reihe kann daher, wie gross ihre
Anzahl m auch genommen werden mag, durch hinreichend grosse
Werthe von » kleiner gemacht werden, als jeder vorher vorge-
schriebene noch so kleine Werth. Das Stattfinden dieser Erschei-
nung ist aber bekanntlich nicht nur ein erforderliches, sondern
auch ein ausreichendes Kennzeichen fiir die Convergenz einer jeden
unendlichen Reihe.

Nachdem so fiir jeden positiven Werth von s die Convergenz
der Reihe gezeigt ist, haben wir noch zu beweisen, dass der Werth
der Reihe sich stetig mit s #ndert; wir weisen dies nach fiir das
Gebiet aller positiven Werthe von s, die grosser sind als ein be-
stimmter positiver Werth 6; da man nimlich, wie klein ein von
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Null verschiedener positiver Werth s auch sein mag, immer noch
einen positiven Werth ¢ angeben kann, welcher unterhalb s liegt,
so wird der Beweis dann wirklich fiir alle positiven Werthe s
(excl. s = 0) gelten. Nun konnen wir die ganze Reihe als aus
zwei Theilen bestehend ansehen, deren erster die Summe ihrer
ersten n Glieder

1 1 1 1
ﬁl(’i?_"i;)"" cte +ﬁn<;&j—(n+ 1)_,)7
also eine stetige Function von s ist, wihrend der zweite, wie im
Vorhergehenden bewiesen ist, sicher

< —g und also auch < %
n? n

ist; dieser letztere Theil kann also durch die Wahl eines hinrei-
chend grossen Werthes von #, d. h. durch eine zweckmissige Zer-
legung der ganzen Reihe, kleiner gemacht werden, als irgend ein
vorgeschriebener Werth; und zwar wird, was besonders wichtig
ist, fiir alle Werthe von s > ¢ dies durch einen und denselben
Werth von %, d. h. durch eine und dieselbe Zerlegung der unend-
lichen Reihe bewirkt werden. Da nun der erste Bestandtheil
stetig ist, so kann eine etwaige Unstetigkeit des Ganzen nur von
einer Unstetigkeit des zweiten Bestandtheils herrithren, und folg-
lich muss, da dieser zweite Theil fiir alle in Betracht kommenden
Werthe von s absolut genommen < Cn—¢ ist, die Grosse einer
plotzlichen Werthinderung beim Durchlaufen eines bestimmten
Werthes von s jedenfalls << 2 Cn—¢ sein. Da wir aber durch
zweckmissige Wahl von » diesen Werth beliebig klein machen
konnen, so folgt, dass gar keine Unstetigkeit vorkommen kann;
denn finde wirklich ein Sprung um eine Grosse g Statt, so nehme
man x so gross, dass 2 Cn—° < u wird, so ergiebt sich augen-
blicklich der Widerspruch.

- Nachdem so der obige Satz vollstindig bewiesen ist, wenden
wir ihn auf unsere Reihe

() v

an, in welcher die Glieder von jetzt ab stets so geordnet werden
sollen, dass die Zahl n bestindig wdichst. Unter dieser Voraus-
setzung erkennt man leicht, dass diese Reihe einen speciellen Fall
der in dem vorstehenden Satze untersuchten Reihe bildet; setzt
man nimlich



