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§. 103.

Die nun noch auszufiihrende Summation kann mit Hiilfe des
in den Supplementen (I. §. 116) bewiesenen Satzes auf verschie-
dene Arten bewerkstelligt werden, entweder durch Zuriickfithrung
auf Fourier’sche Reihen, oder durch die Integration eines ratio-
nalen Bruchs. Wir schlagen den letztern Weg als den directern
ein. Bedeutet m irgend eine positive ganze Zahl, soist bekanntlich

1
1 = f xnldz,
m
)
und folglich ist auch

M=% <%) % =5 (—'%) O/l'xm—ldx.

. Da nun das Jacobi’sche Symbol fiir alle einander nach dem Modul
P congruenten Zahlen m denselben Werth hat, so ist die Summe
der Glieder unserer Reihe, in welchen m < kP, gleich

1
dz 1— a*P
;,/ FEACR e
wo zur Abkiirzung

f@ =% (%)xu

gesetzt ist, und der Summationsbuchstabe u die Werthe m durch-
laufen muss, welche < P sind. .Da dieselben ein .vollstindiges
Restsystem in Bezug auf den Modul P bilden, so ist nach einem
schon ofter benutzten Satze (§. 52)

fQ) =3 (—%) = 0;
es ist folglich f(z) theilbar durch #(z — 1), und mithin hat der

Bruch
1. f®@)
z 1—af
im reellen Integrationsintervall 0 < = < 1 endliche Werthe. Hier-

aus folgt leicht, dass mit unbegrenzt wachsendem k das Integral
Dirichlet, Zahlentheorie. 17
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da f@)at

x 1—aFf

unendlich klein wird, und wir erhalten folglich

1
()L [z tE)
P/ m b z 1—af’
die Aufgabe ist mithin darauf zuriickgefiihrt, einen echten ratio-
nalen Bruch zu integriren, was bekanntlich durch Zerlegung des-

selben in sogenannte Partialbriiche geschieht. Setzen wir zur
Abkiirzung

27
V=1=4, ¢? = b,
80 ist in unserm Fall der Nenner
2P —1 = [1(z — 6%,
wo das Productzeichen sich auf den Buchstaben o bezieht, welcher
ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul P durch-
laufen muss; wir setzen fest, dass « die Werthe
0,1,2...(P—1)
durchlaufen soll; man erb#lt dann nach bekannten Regeln
1 /@ _ 15 f069
x1—afP P “z—6v
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben o bezieht. Nach
der oben eingefiihrten Bezeichnung ist nun

09 =3 (%)

und diese Summe ist vermoge des in den Supplementen (1. §. 116)
bewiesenen Satzes

2an [

— (%) VP . hpar
wo die Quadratwurzel VP positiv, und
o
(7
zu nehmen ist, wenn « keine relative Primzahl zu P ist. Die Zer-
legung in Partialbriiche liefert uns also das Resultat

o
1 f(x) e (’F)

1—zf VP “ax—6«
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wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben « bezieht, der
nur alle die positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen braucht,
welche < P und relative Primzahlen zu P sind.

Die nun auszufiihrenden Integrationen der einzelnen o (P)
Partialbriiche sind in der einen Formel

/—_ﬂ:_b—z = 1log {(x——a)2 + bz} +ia,rctangx;a

r—a
oder
dz 1], 9 9 F) 1 t —cos 0
= og {22 — 2z cosd + }—{—zarcang prier

enthalten, aus welcher, wenn 0 < 8 < 2 & ist,

dx

z—edi
0

log(2sin}0) + < {arctang (tang } 9) -+ arctang (cotang 6)}

folgt, vorausgesetzt, dass die beiden Arcus, welche in der Paren-
these stehen, in dem Intervall zwischen 4 1= und —}= genom-
men werden. Mag nun § zwischen 0 und m, oder zwischen = und
27 liegen, so ergiebt sich hieraus leicht, dass immer

1
fx—d:{ﬁ = log (2sin}d) + ¢ ((w—10)
0

ist.
Wenden wir dies auf unsern Fall an, so erhalten wir

1
dx . o% NE A7
J“w—ﬂ“ = log (28111—?5-)-{-’&(—2——-1—;
und folglich

2(3) w=—"v7 2(3) foe cng) +i (55}

wo das Summenzelchen rechts sich auf alle ¢ (P) Werthe von «
erstreckt. Da nun
o
» <?> =0

ist, so konnen die in der Parenthese befindlichen Glieder, welche
von « unabhingig sind, wie log 2 und }#¢ weggelassen werden,
und man erhilt dann

17*
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2(3)w=—"7 2(3) foenF—F):

Dieses Resultat nimmt noch einfachere Formen an, wenn man
die beiden Fille P =1 (mod. 4) und P = 3 (mod. 4) von ein-
ander trennt. Im erstern Falle ist niimlich

-1 —1

und folglich, da die linke Seite reell ist,

> (%)72— =—-1713 ( >logsm7;—t

im letztern Fall dagegen ist
P12 — 4

2(!1%)7:7: VP ( )

o .
3 <F> log sin -P' = 0.

Diese beiden Vereinfachungen lassen sich auch auf folgende Weise
verificiren. Bedenkt man, dass (P— o) dieselben Werthe wie «

durchléuft, so folgt
P—a) (P__a) ) <:-Pg>0£

2 (p)
( ) log sm? =2 < ) log sin (P—o)z }a)”

=3 (—13-) 1ogsm—1:;-;
ist nun P = 1 (mod. 4), so folgt hieraus

o’ o
z(-ﬁ) a._—-z(? «=0;
ist dagegen P = 3 (mod. 4), so ergiebt sich

E(ja)—) logsin“P _‘E(P> log sin —P’f—_:o

und folglich




