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§. 104.

Hiermit ist nun fiir den von uns betrachteten Fall, in wel-
chem die Determinante D = + P = 1 (mod. 4) und durch kein
Quadrat theilbar ist, der gesuchte Grenzwerth

DN 1 2\ 1 m\ 1
‘ 2G)w=0-3)2)2F)=
wirklich in Form eines geschlossenen Ausdrucks gefunden, und
um die Anzahl 1 der zu dieser Determinante D gehorenden ur-
spriinglichen Formen der ersten Art zu erhalten, brauchen wir

nur noch die beiden Fille, in welchen D negativ oder positiv ist,
von einander zu trennen.

Erstens. Ist D negativ = — P, und also P = 3 (mod. 4),
so ist (§. 97)
=125 )2

und da in diesem Fall
2 1 m\ 1
(-@) )@=

(%) w
(=) ) (F)-

ist, so ergiebt sich

—7(-(2)2 (@)~

wo o wieder alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen muss, die
< P und relative Primzahlen zu P sind. Offenbar muss dieser
Ausdruck fiir die Classenanzahl sich noch in der Weise umformen
lassen, dass der Divisor P verschwindet. Dies lésst sich in der
That durch folgende Betrachtung erreichen. Bezeichnet man mit
o diejenigen Zahlen e, welche < } P sind, so stimmen die Zahlen
(P — ¢') mit denjenigen Zahlen a iiberein, welche > } Psind; es ist

daher
2(7) e ==2(5) 72 (5

wo die Summenzeichen rechts sich auf den Buchstaben o l;e-
ziehen; da nun P = 3 (mod.4), und also
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)@@

ist, so erhalten wir

3(3)e=23 (5) 772 (5)

Offenbar wird die Reihe aller Zahlen o aber auch erschopft durch
die simmtlichen Zahlen 2 o' und (P — 2¢'), und folglich ist auch

() =3 () 2w 42 () s

oder nach leichten Reductionen

(3)3 ()<= 2 () 7—73(3)

Zieht man diese Gleichung von der frithern ab, nachdem dieselbe
mit 2 multiplicirt ist, so erhilt man

b-@)= (@) e=—22(3)

und hierdurch verwandelt sich der obige Ausdruck fiir die Classen-
anzahl in den folgenden einfachsten:

= 3(5)

Wir konnen daher fiir diesen Fall als Resultat unserer ganzen
Untersuchung folgenden Satz aussprechen:

Ist P eine positive, durch kein Quadrat theilbare Zahl von der
Form 4 n + 3, und bezeichnet man mit o alle relativen Primzahlen
zu P, welche < } P sind, so findet man die Classenanzahl h der zu
der Determinante D = — P gehirenden Formen der ersten Art,
wenn man von der Anzahl derjenigen der Zahlen o, fiir welche

)=+

ist, die Anzahl der iibrigen Zahlen o abzieht.

Der Ausdruck dieses Satzes vereinfacht sich in dem speciellen
Fall, wenn P eine einfache Primzahl ist, folgendermaassen :

Ist der absolute Werth p der negativen Determinante D = —p
eine Primzahl von der Form 4n 4 3, so ist die Classenanzahl h
der 2u ihr gehorigen Formen der ersten Art gleich dem Ueberschuss

der Anzahl der zwischen O und ip liegenden quadratischen Reste
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von p vber die Anzahl der zwischen denselben Grenzen liegenden
quadratischen Nichtreste von p.

Dieser letztere Satz ist in einer nicht wesentlich verschiedenen
Form schon einige Zeit vor der Veroffentlichung der Losung
des allgemeinen Problems*) durch Induction von Jacobi**) ge-
funden.

Als Beispiel wihlen wir die Determinante D —— 11; unter
den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 sind vier quadratische Reste 1, 3, 4, 5,
und ein quadratischer Nichtrest 2 von 11; mithin ist die Anzahl
der Formen erster Art == 4—1 = 3. In der That gitbt es fiir
diese Determinante nur drei (nicht dquivalente) reducirte Formen
erster Art, ndmlich (1, 0, 11), (3, 1, 4) und (3, — 1, 4).

Beildufig mag hier bemerkt werden, dass zufolge des gewon-
nenen Resultats die Anzahl der Zahlen o', fiir welche

()=

stets grosser ist, als die Anzahl der Zahlen ¢/, fiir welche

(5)=

ist, da kb immer eine positive Zahl, nie = 0 ist: ein Satz, welcher
auch fiir den einfachsten Fall, wo P eine Primzahl von der Form
4n 4 3 ist, auf anderm Wege noch nicht hat bewiesen werden
konnen (vergl. das Theorem iiber die arithmetische Progression,
Supplement VL.).

Zuweitens. Ist die Determinante D positiv = + P, und also
P =1 (mod. 4), so ist (nach §. 99) die Classenanzahl’

2VD D\ 1
b= e TF OVD) > (‘n‘) ry

und da in diesem Fall
2(3)+=0-3)E)w

*) Dirichlet: Recherches sur diverses applications de Uanalyse infini-
tésimale & la tléoric des mombres in Crelle’s Journal XIX und XXI.

**)  Qbservatio arithmetica in Crelle’s Journal IX; vergl. Dirichlet:
Geddchtnissrede auf C. G- J. Jacobi, und Kummer: Geddchinissrede auf
G. P. Lejeune Dirichlet.




