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Bezeichnet man die Zahlen « mit o oder mit 4, je nachdem

(—%):-l—l oder = —1

ist, 80 nimmt die vorstehende Gleichung folgende Gestalt an:

2— (——) sin b_g .
~ log (T + UVP) ﬂ sin 47
P
hierin beziehen sich die Productzeichen IT im Zihler und Nenner
resp. auf alle b und auf alle a; und ausserdem bedeuten 7, U die
kleinsten positiven ganzen Zahlen, welche der Pell’schen Gleichung
I"—PU?=1

geniigen. Der wahre Charakter dieses Resultates wird durch eine
weitere Umformung (§. 107) noch deutlicher werden.

ist, so ergiebt sich

§. 105.

Nachdem im Vorhergehenden (§§. 102 bis 104) der Fall, in
welchem D = 1 (mod. 4) ist, seine vollstindige Erledigung ge-
funden hat, begniigen wir uns, die Hauptmomente fiir die allge-
meine Untersuchung hervorzuheben Es handelt sich zunichst
um die Bestimmung der Reihe

D\ 1
¥=2(3) 5
in welcher » bestindig wachsend alle positiven ganzen Zahlen .
durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu 2 D sind.

Gebrauchen wir nun die Buchstaben P, d, ¢ genau in derselben
Bedeutung, wie sie am Schluss des §. 52 festgesetzt ist, so ist
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(2)—snin(3)

und folglich stets
D\ /D
() =6).

wenn n = v (mod. 8 P) ist. Setzt man daher

1
1

— =fx"_‘dx,
"o

und »
fo =3 (2)a,

wo v alle die Zahlen » durchliuft, welche < 8 P sind, und beriick-
sichtigt, dass (1) = 0 ist (§ 52), so findet man unter der Vor-
aussetzung, dass der Modulus von # auf dem Integrationswege <1
bleibt, dhnlich wie in §. 103,

N [L@ dx_ L[ fedr

‘_0 1—a3P z r— o

)
0

wo @ alle Wurzeln der Gleichung
%P — 1

durchlaufen muss; diese sind bekanntlich von der Form

&):j"ﬂ‘,
wo zur Abkiirzung
A 144 2mi
—_—pt — — P .
j=r¢e* = 73 6=c¢e

gesetzt ist; lisst man # und s vollstindige Restsysteme resp. nach
den Moduln 8 und P durchlaufen, so erhiilt @ seine simmtlichen
8 P Werthe.

Bedeuten nun g und m resp. die kleinsten positiven Reste der
Zahl v in Bezug auf die Moduln 8 und P, so ist g eine der vier
Zahlen 1, 3, 5, 7, und m eine der ¢ (P) relativen Primzahlen zu P;
und da umgekehrt jedem solchen Restpaare u, m eine und nur eine
bestimmte Zahl v entspricht (§. 25), so findet man, mit Zuziehung
des in den Supplementen (§. 116) bewiesenen Hiilfssatzes,
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f(m) — ¥ <—) I — 2 0%v—1) gVu(r2—1) ( P>‘7W 6vs

= 3 %D g~ jur 3 <.I_).> oms

=5 (40 (1 +e(=1y) (5) Ve,

wo VP positiv ist, und das Jacobi’sche Symbol den Werth Null hat,
wenn s keine relative Primzahl zu P ist. Wenn P = 1, so sind
die Factoren, ,in welchen P vorkommt wegzulassen. Setzen wir
nun zur Abkiirzung

»

w(r)——/'E( )x —Jree’

wo s alle incongruenten Zahlen (mod. P) zu durchlaufen hat, die
relative Primzahlen zu P sind, so ergiebt sich
P—1\2

N=— Son S5 (4 0) (L4 e (—10) 4 00),

wo r ein vollstindiges Restsystem (mod. 8) durchlaufen muss.
Trennt man jetzt die vier Fille von einander, so erhilt man fol-
gende Resultate:

L D:iPEl(mOd.é&),ﬁ: +1, e = +1;
P—1\2
N.2VP = —i(T (¥ (0)— v (4)}.

I. D=4+P=3(mod.4),d=—1,¢e6=+1;
* P—1\2
N.2VP = —m‘(T) {v(2) — ¥ (6)).
II1. D=i2P52(m0d.8),6=+1,8:::——1;
P—1\2
¥.2VeP =T ) —v@ —w ) + s M)
IV D=4+2P=6(mod. 8),0 = —1, e = —1;

__ P12
N.2V2P= —ii(T) W)+ 9 B)—v(B)— ¥ (7).
Dieselben Formeln gelten auch noch fiir den Fall P—=1, d.h.

fiir die Fille D —= —1, D = 4+ 2, D = — 2, wenn

1
dx

v = 25

0
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gesetzt wird. Zur Bestinn;lung der Werthe 9 (r), auf welche es
jetzt allein noch ankommt, dient wieder die unter der Voraus-
setzung 0 < @ < 2= giiltige Gleichung

1
dz . ~ .
fm = log (2sin}g) +5(= — )1,
0

und man findet hieraus fiir den Fall P> = 1 leicht folgende Re-
sultate:

x

. ] __log(1+V2)
D= 42 N———‘—Vi—** (1)
D=—3 N“2v2’

wo V2 positiv zu nehmen ist. Schliessen wir von jetzt an den
Fall P — 1 génzlich aus, so ist

1
" odx ( ) (n mn).
J a—jg = 2singp) + (5 — )0

wo m den kleinsten positiven Rest der Zahl (Pr + 8s) nach dem
Modul 8 P bedeutet, so dass

m = Pr (mod. 8), m = 8s (mod. P), 0 <m < 8P
ist; hieraus folgt

0= (3)2 () o 25) - (5-25):)

wo m diejenigen ¢ (P) positiven Zahlen durchlaufen muss, welche
relative Primzahlen zu P, kleiner als 8 P und zugleich = Pr (mod. 8)
sind; da dieselben nach dem Modul P incongruent sind, soist (§. 52)

: ()=

und folglich nimmt die vorstehende Gleichung: folgende einfachere
Gestalt an

{2\ [ m . mx mme
v =(3) 2 (3) (e 57 - 55). -
m = Pr (mod. 8), 0 <m < 8P.

Hierdurch ist nun der Werth der unendlichen Reihe N in
allen Fillen auf eine Summe von einer endlichen Anzahl von Glie-
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dern zuriickgefiihrt; dieselbe ist aber noch bedeutender Verein-
fachungen fihig, zufolge gewisser Eigenschaften der acht Ausdriicke
¥ (r), die entweder aus der so eben gefundenen Form, oder auch
aus ihrer urspriinglichen Definition leicht abgeleitet werden kon-
nen. Indem wir den letztern Weg einschlagen, setzen wir zur
Abkiirzung
) \LP. n (x-—ﬂ“)

P = -0 = 1= ®
wo die Buchstaben a und & die in § 52 festgesetzte Bedeutung
haben; dann wird zufolge der obigen Definition

v0) = [ dlogF(aj),

wo der Modulus der Variabeln z auf dem Wege von 0 bis 1 stets
< 1 bleibt, oder auch

Jor
v = [dlogF (),

wo, wenn die complexen Grossen in der bekannten Weise geo-
metrisch durch Puncte einer Ebene dargestellt werden, der Punct
z von O bis j— sich so bewegen muss, dass er im Innern des mit
dem Halbmesser 1 um den Punct 0 beschriebenen Kreises bleibt.
Die acht Puncte j- zerlegen die Peripherie dieses Kreises in acht
gleiche Octanten, auf welche sich die ¢ (P) Puncte 6* vertheilen,
die ihrerseits wieder in zwei Classen §* und 6® zerfallen.

Aus der Definition der Function F'(z) geht zunichst hervor,
dass sie mit

] —1
1 @ — 1 = 7@
conjugirt ist, wenn 2’ den mit # conjugirten complexen Werth be-
deutet; und hieraus folgt unmittelbar, dass ¥ (r) und

(%)) a log F() = () v (=7

ebenfalls conjugirt sind. Setzt man daher zur Abkiirzung

Ry =w(=n+(F) v,
J0) =v(=n—(F) v,

’
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so wird R reell, und J rein imaginir oder =— 0; und man erkennt
leicht, dass die Summe N sich auf Ausdriicke von der Form R oder
J reducirt, je nachdem die Determinante D positiv oder negativ ist.
Aus der Definition der Function F'(x) folgt ferner leicht die
Relation
2
Fo) F(—a) = 7)) %)
da nun, wenn z im Innern des Kreises von 0 bis j— geht, gleich-
zeitig — « von 0 bis j~¢+9, und «? von 0 bis j~2 fortriickt, so er-
giebt sich

vo) +vi+9 = () ven; (©)

dieselbe Eigenschaft kommt offenbar auch den Ausdriicken R und
J zu.

Die Function F(z) besitzt endlich noch die folgende Eigen-
schaft -

F(—é—) — 92 G:)‘ F(x)(*?}); (7

da nun, wenn z im Innern des Kreises von 0 bis j— geht, der re-
ciproke Werth y ausserhalb des Kreises von o bis j~ fortriickt,
so folgt

jj';logF(w =(7)vo,

und hieraus ergiebt sich

J(r) = / dlog F(),

Wwo 2, im Innern des Kreises von 0 bis j7, dann ausserhalb desselben
von jr bis o geht. Die Differenz J(r) —J (r + 1) ist daher ein
geschlossenes Integral, in welchem die Integrationsvariabele einen
positiven Umlauf um diejenigen Puncte 6* macht, die auf dem von
den Puncten jr und jr+! begrenzten Octanten liegen, und folglich
ist nach bekannten Sitzen der complexen Integration

J(r)—T(r + 1) = 2m'§1(—1§—),

wo s alle Werthe durchliuft, die der Bedingung
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r s r+1
T<P<78
geniigen; hieraus ergiebt sich weiter

ri44 /"'
T)—d(r+4) =270 S (%)
und ebenso, wenn r positiv ist,
¥ rs
J(r)—JQ2r) =2n1 3 (?>,

setzt man die hieraus folgenden Werthe von J(r + 4) und J(27)
in die aus (6) abgeleitete Gleichung

J@) + T +4) = (%) J(27)

ein, so erhilt man

=@ ro=2={3(3)- ()G >],

Bedenkt man ferner, dass

@ =-)iE)

T R e (2)
- (3) 7@ =2xi i+ (F)-3)3(3)
Tw+(F)7® =2 (3(3)+ (F) 3 (5))

Da endlich zufolge (6) und (4)
PO —v () = {2—(%>} ¥(0),
1= (F) @ =70
v® — (F) v =70,
@D —2®)+HF) O —vE=I0+(F) I G

ist, so wird, wenn die Determinante D negativ, also P im ersten
und dritten Falle =3, im zweiten und vierten Falle =1 (mod. 4) ist,
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L N=g0s % ( %),
L g 3)
3
1L N=V—;‘_-1=)§(%), |
vy = R 3) -1G))
wenn man beriicksichtigt, dass im zweiten und vierten Falle

ist.
Fiir positive Determinanten erhidlt man ebenfalls Verein-
fachungen durch die Betrachtung des reellen Ausdrucks (4)

E@) —fE( ){x _7""0-’+x——d;0'“}

=3 (3) log(G— 69 (= —69)

) 53
=log {(F() F(G=)' ¢/},
welcher zufolge (7) in den folgenden iibergeht
B (r) = log {c F(j)},

¢ — gZb—%a . —1+7V3
2

WO
oder =1

ist, je nachdem P = 3 oder von 3 verschieden ist (§. 140). Da
nun zufolge (6) und (4)

vO—s = f— () v
{1 + ( )} #(0) = R(0)

v +(F) v =R
v +(F) v = RQ)

¥ (5) + (—}l) (3) = R(3)



