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274 Fiinfter Abschnitt.

§. 107.

Betrachten wir die so gewonnenen Resultate, so zeigt sich ein
wesentlicher Unterschied zwischen den positiven und negativen De-
terminanten. Wiahrend nimlich der Ausdruck fiir die Classen-
anzahl bei einer negativen Determinante unmittelbar die Form
einer ganmzen Zahl hat — dass dieselbe zugleich positiv ist, hat
freilich bis jetzt noch Niemand auf elementarem Wege nachgewiesen
— so ist dies keineswegs unmittelbar ersichtlich bei den Aus-
driicken, welche die Classenanzahl fiir eine positive Determinante
darstellen. Es ist nun von hohem Interesse, dass mit Hiilfe eines
Satzes aus der von Gauss*) gegriindeten Theorie der Kreistheilung
(Supplement VIL) die obigen Ausdriicke fiir hlog (T'+ U VD) wirk-
lich stets in die Form log (¢ + « VD) iibergefithrt werden konnen,
wo t, v ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung ¢2— Du?=1
geniigen. Dies wollen wir jetzt nachweisen™*).

Behalten wir die bisherigen Bezeichnungen bei, so kénnen wir,
wie im Supplement VIL gezeigt ist, stets

24(z) =2 1 (2 — 6% = Y(x)——i(i}l)zVP . Z(x)
2B(z) =211 (z—6*) = Y () + z'(ll;—l)2VP . Z(z)

setzen, wo VP positiv ist, und Y (z), Z(z) ganze Functionen von
x bedeuten, deren Coefficienten ganze Zahlen sind. Zugleich ist
. o @Ea—1)

A(x)B(x) =II (zx—6%) = M@= —=1)
wo y, jedes positive, u, jedes negative Glied des entwickelten Pro-
ductes

p(P) =@-D@E—-D@"-)..=2m —Zm

bedeutet, und

*) D. A. Sectio VII.

**) Lejeune Dirichlet: Sur la maniére de résoudre Uéquation t2 — pu?
= 1 au moyen des fonctions circulaires (Crelle’s Journal XVII). Vergl
Jacolbi: Ueber die Kreistherlung und ihre Anwendung auf die Zahlen-
theorie (Berliner Monatsherichte 1837).
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Wir wenden uns nun, indem wir die am Schlusse des §. 105
gefundenen Ausdriicke fiir das Product 2log(T+ UVD)=N.2VD
zu Grunde legen, zundchst dem Falle I zu, in welchem D =
P =1 (mod. 4), und also

Wog(T+ UVP) = — (1 (3) 5} 1og (F (1))

ist. Da nun
A()B(1) = .g_z_: — pr

ist, wo » = 1 oder == 0 ist, je nachdem P eine Primzahl oder zu-
sammengesetzt ist (§. 138), so ergiebt sich

AQ Px
FO) = 5 = gy
da ferner
24(1) =y—e¢VP, 2B(1)=y+2VP
ist, wo die ganzen Zahlen Y (1), Z(1) zur Abkiirzung mit y, 2 be-
zeichnet sind, so wird

— P22 — 4 P*,
und folglich muss, wenn P eine Primzahl ist, y durch P theilbar
sein; mithin kann man in allen Fillen

y+2VP = (w+BVP) (VP)
setzen, wo o, # ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung
— Ppr=4(— 1)
geniigen, und man erhilt

(T+ UVPy = ("ifﬂg)i_ﬂ!@-

Sind nun die Zahlen y, 2z gerade, was jedenfalls eintreten muss,
wenn P = 1 (mod. 8) ist, so kann man « = 2o/, § = 2’ setzen,
wo die ganzen Zahlen o p’ der Gleichung

o/2—P ﬂ'z —_ (___ 1)::
geniigen; setzt man ferner
(@ + B VPP+* = ¢t 4 uVP,
so geniigen die ganzen Zahlen ¢, u der Gleichung {2— Pu? = 1
und man erhilt

(T+ UVPy = (t+uVP)(2 O)iad
8%



