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I. Ueber einige Sitze aus der Theorie der Kreis-
theilung von Gauss.

§ 111.

Wir schicken zunichst ein Lemma aus der Theorie der
Fourier’schen Reihen voraus, deren Glieder nach den Cosinus der
successiven Vielfachen eines Winkels fortschreiten; es wird in
derselben nachgewiesen*®), dass fiir alle reellen Werthe von =z
zwischen £ =— 0 und x =— & mit Einschluss dieser Grenzen stets

"@(xr) = 1ay + a, cosx + ay cos 22 + azcos 3+ - - -
ist, wenn @ (x) eine innerhalb dieses Intervalles endliche und stetige
Function bedeutet, welche nicht unendlich viele Maxima und Mi-
nima hat, und wo die Coefficienten ag, a;,a, ... durch die Gleichung

T
as = —i—/tp(x)cossxdx
0

bestimmt werden. Hieraus folgt fiir £ = 0

n
zp(0) = +2 f(p (x)cos sz dx,
Loy

wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben s bezieht, fiir
welchen Null und alle ganzen positiven und negativen Zahlwerthe
der Reihe nach einzusetzen sind. Auf diesen der genannten Theorie
entleh:xten Satz stiitzen wir 33 im Folgenden.

*) Dirichlet: Sur la conmvergence des séries ete. (Crelle’s Journal 1V);
derselpe Beweis ist vereinfacht im Repertorium der Physik von Dove und
Moser. Bd. I. Vergl. B. Riemann: Ueber die Darstellbarkeit einer Function
durch eine trigonometrische Reihe. 1867,
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Zunéchst verallgemeinern wir denselben, indem wir das In-
tegral
. 2hm

ff(x) cossx dx

0

betrachten, in welchem % eine positive ganze Zahl, s eine positive
oder negative ganze Zahl, und f(2) eine Function bedeutet, welche
innerhalb des Integrationsgebietes den obigen Bedingungen geniigt.
Man kann dasselbe in 2 Integrale von der Form

(r+1)7m

f(x)cossxdz
rw

zerlegen, wo fiir » der Reihe nach die Zahlen 0,1, 2... bis
2h—1 zu setzen sind; je nachdem » eine gerade oder ungerade
Zah] ist, ersetzen wir die Integrationsvariabele x durch r=x 4 z,
oder durch (r 4+ 1)w—z; dadurch geht das vorstehende In-
tegral in

/f(r:n: + x)cos sz dx, oder in/f((r—]— 1)m —x) cossxdx
0 0

iiber, und hieraus ergiebt sich zufolge des obigen Satzes ent-
sprechend

+o (r{:l)n’

hX ff(x)cossxdw =xf(rx), oder = =nf((r + 1)=),

r7T

wo die Summe links sich wieder auf alle ganzen Zahlen s bezieht.
Setzt man hierin fiir » die ganzen Zahlen 0, 1,2 ... 2h—1, und
addirt die so entstehenden Gleichungen, so erhdlt man den Satz

22 3f(0)+fQm) +fUm) + - +fQMA—1)m) +5f(2hm)}

+o 2hn
=3 [ f(x)cossxdu.
Loy

- -
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§ 112.

Wir beschiftigen uns nun mit den beiden folgenden bestimm-
ten Integralen

e tol
P :/cos (¥ dzx, q =/ sin (z?) d;

dass dieselben wirklich bestimmte endliche Werthe besitzen, ob-
gleich die Functionen unter den Integralzeichen fiir unendlich grosse
Werthe von 2 nicht unendlich klein werden, erkennt man leicht
durch die Transformationen

p = 2/ cos (2?) dz _jcosu dy

q__2/sm(x2)dx /smyd

denn zerlegt man das ganze unendliche Integrationsgebiet der
positiven Variabeln y in solche Intervalle, in deren jedem die un-
ter dem Integralzeichen befindliche Function ihr Zeichen nicht
dndert, so ergiebt sich, dass die Bestandtheile, welche diesen In-
tervallen entsprechen, eine unendliche Reihe bilden, deren Glieder
abwechselnde Zeichen haben und dem absoluten Werthe nach
bestindig und zwar ins Unendliche abnehmen; woraus folgt, dass
diese Reihe, sowohl bei dem Integrale p, wie bei ¢, eine conver-
gente ist. TFiir unsern Zweck geniigt dieser Nachweis der End-
lichkeit von p und ¢; die numerischen Werthe dieser Integrale
werden sich von selbst aus der folgenden Untersuchung ergeben*).

Beide Integrale bilden npe specielle Félle des folgenden

*) Dirichlet: Recherches sur diverses appl. ete. §. 9. Vergl. Dirichlet:
Sur V'usage des intégrales définies dans la sommation des séries finies ou
nfinies (Crelle’s Journal XVII).
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+o
A=/cos(6+x?)dx — pcosd—gsind,

wo 0 eine beliebige Constante bedeutet; bezeichnen wir ferner mit
o eine beliebige positive Constante und mit Ve die positiv ge-
nommene Quadratwurzel aus o, so ergiebt sich, wenn man die
Integrationsvariabele z durch 2 Ve ersetzt, folgende Gleichung
4
% = [ cos 0+ ez dz
(wire Vo negativ, so miisste man auch in dem Integrale rechter
Hand die beiden Grenzen mit einander vertauschen). Wir fithren
nun eine zweite positive Constante 8 ein, und zerlegen das vor-
stehende Integral in unendlich viele Bestandtheile von der Form
(s+1)8
fcos 0+ az?)dz,
B
wo fiir s successive alle ganzen Zahlen von — o bis 4 o ein-
zusetzen sind ; in jedem einzelnen solchen Integrale ersetzen wir die
Integrationsvariabele & durch sg + x, wodurch es in das folgende
iibergeht
B
fcos 0+ as?B2+ 2asfz + az?) da.
0
Wir verfiigen nun iiber die beiden bis jetzt ganz willkiirlichen po-
sitiven Constanten o und 8 folgendermaassen: unter s verstehen
wir irgend eine positive ganze Zahl, und setzen «f? = 2mm,
2aff = 1, d. h. also

1
ﬁ — 4m’z, [ Ay m'
Da nun s eine ganze Zahl ist, so wird
cos (0 4 as?f? 4+ 2asfz + ax?) = cos (0 + sz + ax?)
z? . x?
= o8 (6 + m) cos Sz — sin (6—}- Fyy
und folglich ‘

) sin sz,
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(s+1)8
/cos (0 + ax?)dx
B

4m7T 4m7T

:/cos (6 + S;I:n)cos szdx ——Jsin (6 + 3‘?’%5) sin sz dz.
Das zweite Integral rechter Hand, welches unter dem Integral-
zeichen den Factor sin sz enthilt, verschwindet offenbar fiir s =0,
und nimmt fiir je zwei gleiche, aber entgegengesetzte Werthe von
s ebenfalls gleiche, aber entgegengesetzte Werthe an. Summiren
wir daher den vorstehenden Ausdruck fiir alle ganzen Zahlwerthe
s von —w bis 4 o, so ergiebt sich

4m7r

A +2 x?
Vo = 4)8mmn :_Ewofcos<6+m> cosszdzx.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nun genau so gebaut wie in
dem Satze am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen; setzen
wir zur Abkiirzung

x2
fx) = cos<6 {—m ,

so erhalten wir

4V8mn =2 (}f(0)+f27) + - +f(2(2m — 1)7) +-1f (4mm))s
wo links die Quadratwurzel

— 1
Vemr = Va

positiv zu nehmen ist. Nun ist ferner, wenn s irgend eine ganze
Zahl bedeutet,

f@mm 4 2sn) = f(2s7),

also

fQ@2sm) =3fQ2sm) +if(dmm 4 2s7);

mithin kann die in den Parenthesen eingeschlossene Summe auch

. in die Form

12 fQ2sm)
gebracht werden, wo der Buchstabe s die Zahlen
0,1,2...(dm—1)
oder irgend ein anderes vollstindiges Restsystem in Bezug auf den
Modul 4 durchlaufen muss; und man erhilt also
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oy 7
AV8mnm = = S cos <8 + s? %>

Setzt man ferner 4m = n, so dass n irgend eine ganze poe?:
sitive, aber durch 4 theilbare Zahl bedeutet, und bezeichnet man-
mit ¥V und Viz die positiv genommenen Quadratwurzeln aus » und
17, so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an

AVn =Vix - 3 cos (6+s’-27“),

wo s ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul #» durch-
laufen muss. Nun ist

4 = pcosd — gsiné,
wo p, q die obigen Integralwerthe bedeuten, die von % und dem
wiltkiirlichen & ganz unabhingig sind; wir konnen daher p und ¢
durch eine specielle Annahme fiir #, am einfachsten durch die An-
nahme 5 == 4 bestimmen; auf diese Weise erhalten wir

2 (p cos & — gsind) = 2 (cos d — sind) Viax,
und in Folge der Willkiirlichkeit von ¢
P =9=Vin.
Nachdem so die Werthe von p und ¢ gefunden sind, nimmt unsere
obige Gleichung folgende Gestalt an

2 cos (6 + 32—2-7{5) = (cos d - sind) Vn,
und sie zerfillt in die beiden folgenden:

S cos (s2 2;_‘) = Vn

. 2n

5 227\ .

> sin (s n) Vn;
hierin bedeutet also » jede beliebige ganze positive Zahl, welche
= 0 (mod. 4) ist, und Vn die positiv genommene Quadratwurzel
aus n. Bezeichnet man zur Abkiirzung V—1 mit ¢, und, wie ge-
wohnlich, mit e die Basis des natiirlichen Logarithmensystems, so
kann man beide Gleichungen in die eine Gleichung

o 23 .
e » =0+49)Vn

zusammenziehen, in welcher der Buchstabe s ein vollstdndiges Rest-
system (mod. ») zu durchlaufen hat.
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§. 113.

Wir wollen jetzt Summen betrachten, welche die vorstehende
als speciellen Fall enthalten; wir bezeichnen mit » irgend eine
ganze positive Zahl, mit % irgend eine positive oder negative ganze
Zahl, und setzen zur Abkiirzung

PRy
e "= 'P(h, ”)’
wo der Summationsbuchstabe s irgend ein vollstandiges Restsystem
in Bezug auf den Modulus % durchlaufen muss. Mit Hiilfe dieser
Bezeichnungsweise kénnen wir den im vorigen Paragraphen be-
wiesenen Satz in folgender Weise ausdriicken:
9o(,n) = (1414 Vn, wenn = = 0 (mod. 4).

Der Ausdruck ¢(h,n) besitzt nun die folgenden drei Eigen-

schaften:

1. Ist h = ' (mod. n), so ist
¢ (h, m) = @ (', n);
dies folgt unmittelbar daraus, dass fiir jeden ganzzahligen Werth
von s stets

o2 G
e " =—¢ "
ist.
2. Ist a relative Primzahl gegen n, so ist
¢ (ha?, n) = 9 (b, n);
denn es ist

(as)? 2hTTe

pthat,n) =3 e ">
und wenn s ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul » durch-
lduft, so gilt (nach §. 18) dasselbe von as.
3. Sind m, n irgend zwei relative Primzahlen, und beide po
sitiv, so ist
@ (hm, n) @ (hn, m) = @ (h, mn).

Es ist nimlich
Dirichlet, Zahlentheoric. 19
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22}:/117“' o 2imm i

@ (hm, n)=2es_"~, pthn,m=3e ™,

wo die Buchstaben s, ¢ vollstindige Restsysteme resp. in Bezug
auf die Moduln %, m durchlaufen miissen; und folglich ist
ms2  nt2 .
@ (hm, n) p(hn, m) =3I e Wt "')m"a
wo das Summenzeichen rechter Hand sich auf alle m» Com-
binationen jedes Werthes von s mit jedem Werthe von ¢ bezieht.
Da nun '
ms® | mi? (ms+nt)*

23t
" m mn

ist, und alle Multipla von 2 x¢ im Iixponenten fortgelassen werden
konnen, so ist auch

(ms+nt)’ﬂ-7-l—l

o (hm,n) @ (hn, m) =3 e mn
wo das Summenzeichen sich wieder auf siimmtliche Werthe von s
und ¢ bezieht. Setzt man nun

ms + nt =,

so nimmt 7, wenn s und # alle ihnen zukommenden Werthe durch-
laufen, im Ganzen mu Werthe an, und zwar sind diese alle incon-
gruent nach dem Modulus m#»; denn aus
ms + nt = ms' + nt' (mod. mn)
folgt )

ms = ms' (mod. n), nt = nt’ (mod. m)
und folglich, da m und n relative Primzahlen sind,

s = s (mod. n), t=+¢ (mod. m);

d. h. die Zahl # nimmt nur dann Werthe an, welche nach dem
Modul mn congruent sind, wenn die Werthe von s congruent nach
dem Modul », und gleichzeitig die Werthe von ¢ congruent nach
dem Modul m sind. Den m#u verschiedenen Combinationen von
s und ¢ correspondiren daher mn Werthe von 7, welche nach
dem Modul m#» incongruent sind, und folglich bilden diese Werthe
von r ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul mn. Es ist
folglich
pa2hmé
@ hm, n) plhn,m) =3 e mn = ¢ (h, mn),

was zu beweisen war.
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§. 114,

Mit Hiilfe dieser Siitze konnen wir nun den Werth von ¢ (1,#),
welcher fiir den Fall, dass » = 0 (mod. 4) ist, schon in §. 112
gefunden ist, auch fiir alle andern Werthe der Zahl » bestimmen.
Ist zuniichst » irgend eine ungerade Zahl, so nehmen wir in dem
letzten Satz des vorigen Paragraphen

h=1, m= 4,
und erhalten
P4, n) @ (n, 4) = @ (1, 4n);
nun ist nach dem zweiten Satze des vorigen Paragraphen
P4 n) = @24 n) = ¢, n);
ferner ist
p(n, 4) = 2(1 4+ 1),
und nach dem in §. 112 gefundenen Resultat
 @(Ldn) = (1 +9) Vin = 201 +9) Va,
wo die Quadratwurzel Vn wieder positiv genommen werden muss.
Hieraus ergiebt sich also

p,n) .20 +i) =2(1+14) Vn

oder
o(l,n) = % Vau;
Je nachdem nun % = 1 oder = 3 (mod. 4) ist, wird
" =14 oder =—=—1
und folglich
144
+ 7

=1 oder =

::'i,

4+
1 —

s

p—

also
p(l,n) = Vn oder = iVn;
diese beiden Fille lassen sich aber in die eine Formel
o (1, n) = =102 Yy
zusammenfassen,
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Ist endlich » durch 2, aber nicht durch 4 theilbar, also das
Doppelte einer ungeraden Zahl, so setzen wir in dem dritten Satze
des vorigen Paragraphen h = 1, ferner m — 2, und ! statt »,
wodurch allen Bedingungen desselben Geniige geschieht, und er-
halten *

'p(2a .'le'n’) ‘P(%na 2) - (P(l, ”);
nun ist aber
@ ('lé'n” 2) =0,
und folglich auch

o(l,n) = 0.

Wir wollen die so gewonnenen Resultate in folgender Tabelle
zusammenfassen :

9o(l,n) = (1+4)Vn, wenn n = 0 (mod. 4)
@ (1, n) = 6= VYn, wenn n =1 (mod. 2)
o (1, n) =0, wenn n = 2 (mod. 4).

Von der grossten Wichtigkeit ist aber die Bemerkung, dass die in
den beiden ersten Formeln vorkommende Quadratwurzel Va durch-
aus positiv genommen werden muss, wie es sich bei der Unter-
suchung in §.°112 herausgestellt hat. Ohne diese nihere Be-
stimmung wiirden die vorstehenden Sétze sich auf viel einfachere
Art beweisen lassen; Gauss wurde zuerst in seiner Theorie der
Kreistheilung auf die Betrachtung solcher Summen gefiithrt*); es
ergiebt sich dort ohne Schwierigkeit der Werth des Quadrates der-
selben; der viel tiefer liegenden Bestimmung des Vorzeichens der
Quadratwurzel widmete er aber eine besondere Abhandlung**),
in welcher er auf einem, von dem hier (in §. 112) eingeschlagenen
ginzlich verschiedenen Wege, nimlich durch rein algebraische

Zerlegung dieser Summen in Producte, vollstindig zum Ziele ‘ge-
langte.

*) D. A. art. 356.
**) Summatio quarumdam serierum singularium. 1808,
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§. 115.

*

Wir suchen nun den Werth von ¢ (h, ») auch fiir beliebige
Werthe von % zu bestimmen, beschrianken uns dabei aber auf den
Fall, dass » eine ungerade Primzahl ist, die wir mit p bezeichnen
wollen. Bezeichnen wir mit « die simmtlichen (p — 1) incon-
gruenten quadratischen Reste von p, mit 8 die }(p — 1) quadrati-
schen Nichtreste, so ist (nach §. 33)

siw “gh__ﬂ!'
e(h,p)=3%e » =1+4+23 ¢ 7;
da ferner

2hTi 2hTE

2h7Td
P =3¢ 7 =0

1+ 3¢ 7 +3e¢

ist, sobald A nicht durch p theilbar ist, so kinnen wir fiir diesen
Fall mit Benutzung des Legendre’schen Symbols

a?l‘l’.i ﬂ%’ﬂ' S 3%
tp(h,p)zze P —Ye P :2‘,(—1-)-)6 P
setzen, wo s die Werthe 1, 2 ... (p — 1) durchldguft. Da ferner
G =66 GE=
\p/ T \p/\p) \p/\p
ist, so wird
27

pinp) = (L) s ()7 ‘

oder, da A nicht theilbar durch p ist, und folglich ks gleichzeitig
mit s ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul p durchléuft
(mit Ausschluss der Zahl = 0),

= (52 () 7%,

fir o = 1 ergiebt sich

i
pp=3(3)"
und folglich (nach §. 114)

o0 =(L) g, =(2) T,
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wo die Quadratwurzel Vp wieder positiv zu nehmen ist. (Weun
h durch p theilbar ist, 'so ergiebt sich unmittelbar aus der Defi-
nition dicser Summen ¢ (k, p) = p.)

Aus,dem vorstehenden Resultate in Verbindung mit dem drit-
-ten Satze des §. 113 lisst sich nun auf ganz einfache Weise das
Reciprocitiitsgesetz in der Theorie der quadratischen Reste (§. 42)

fiir je zwei positive ungerade Primzahlen p und ¢ ableiten. Es ist
némlich

(g, p) = <%> =0 Yp,

und ebenso
9 (pg) = (%) g,
und nach dem vorhergehenden Paragraphen

¢ (1, pg) = e Vpg,
und zwar sind alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen, woraus
folgt, dass

Vg =VpVq
ist. Nach dem dritten Satze des §. 113 ist nun
9 ® 9 9@p) =909,
folglich

(%) (E_)iv«pv VY1 Yp Vg = =12V pg,
p .

und also
B @-»
q/ \p

wo zur Abkiirzung 4 fiir

(pq—1)7—(p4~1)2~(q—1)’: pgl q—; {(p +1)(q +1)—2}

gesetzt ist; da nun
(p+1) @+1) —2=2 (mod 4)
ist, so erhalten wir
(2) <l> — (O —1) — (— 1)%o—D. kgD
q/\p.

womit der Reciprocititssatz von Neuem bewiesen ist. Dieser Be-
weis riihrt ebenfalls von Gauss her*).

*) Summatio guarumdam serierum singularium. 1808.
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Auf ganz dhnliche Art lassen sich die Sitze (§§. 40, 41) iiber
die Zahlen — 1 und 2 beweisen. Aus dem obigen Satze

)/ AW ;
o (h, p) =<1—:> o1, p) = (%) (=12 Y p

folgt ndmlich .

p(—1,p) = <—_;2—1) =Y s

andererseits ist
2271(—-1')

p(—1L,p =2 e v )
und hieraus folgt, dass ¢ (— 1, p) durch Vertauschung von i mit
— ¢ aus @ (1, p) hervorgeht, dass also -

9 (— 1, p) = (— Ko Vp
ist; durch Vergleichung dieser beiden Ausdriicke, in denen Vp
beide Male positiv zu nehmen ist, ergiebt sich aber

I\ (e — (— 1)ko-D,
) (=1 (=1

Setzen wir ferne1 in dem dritten Satz des §. 113

h=1 m=28, n=nyp,
so erhalten wir

i (8, p) ¢(p 8) = 9 (1, 8p);
nun ist aber

P (L, 8p) = (1+1) V8p = dVp . eV,

P (p, 8) = 4¢hrm, ‘
ferner (nach dem zweiten Satze des §. 113)
P ) =92.24p) =9 p),

P8 p) = <—5—) p(l,p = (5—) e Vs

setzen wir diese Werthe fiir ¢ (8, p), ¢ (p, 8) und ¢ (1, 8p) in die
vorangehende Gleichung ein, so erhalten wir

(p3> oY | 4 eMemi — 4 Yp . eV,

und hieraus folgt leicht

ferner

d. h.

2 ) ‘ .
2\ = 1)Y=, - K
(_p ( ) s ! P | P e
Auf diese Weise sind alle Hauptsiitze der Theorie der quadratl-
schen Reste von Neuem bewiesen. '

N it
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§. 116.

Fiir den Fall, dass p eine ungerade Primzahl, und irgend
eine durch p nicht theilbare ganze Zahl ist, haben wir im vorigen
Paragraphen folgende Gleichung erhalten

2hmi
S\ = h
pX (‘1‘7‘) e ?r = (}T) 9 (1, p),
welche, wenn man den fiir ¢ (1, p) gefundenen Werth einsetzt, in
die folgende iibergeht:

S o 20m h
x(3) e =) memr ()

soll dieselbe auch fiir den vorher ausgeschlossenen Fall, in welchem
h = 0 (mod. p) ist, ihre Giiltigkeit behalten, so miissen wir iiber-
einkommen, immer :
(12) =0
b

zu setzen, wenn % durch p theilbar ist; denn die linke Seite der

Gleichung wird

‘ 5(3)=o '
p

weil die Anzahl der quadratischen Reste genau gleich ist der An-
zahl der quadratischen Nichtreste. Nach dieser Erweiterung des
von Legendre eingefiihrten Zeichens wird ferner, wenn man an der
in §. 46 gegebenen Erklirung des Jacobi’schen Symbols fest-

halt, stets
m
(3)=0

wenn m keine relative Primzahl zu P ist.

Die Gleichung (1) gilt jetzt allgemein fiir Jede positive unge-
rade Primzahl p, wenn A irgend eine ganze Zahl bedeutet, und die
Summation linker Hand darf auch auf die Zahlclasse s = 0 (mod. p)
ausgedehnt werden. Wir wollen nun zeigen, dass dieser Satz iiber
ungerade positive Primzahlen p sich genau in derselben Fassung
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auch auf jede positive ungerade zusammengesetzte Zahl P iiber-
tragen liisst, welche durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar
ist. Wir setzen also

P=ppp”...
wo p, p', p" ... lauter positive ungerade und von einander ver-

schiedene Primzahlen bedeuten, und fiihren der Bequemlichkeit

halber folgende Bezeichnung ein:
P P P
?::Q, __pT=Q,,F=Q”...

Schreiben wir nun fiir jede der Primzahlen p, p', p” . . . die obige
Gleichung (1) auf:

2hTe
3 (i) T — L
p
—\p

G)

)7;%@—1)* Vp

e

€
e.s [ — (ﬁl) 7;1/4(1’,—1)9 —Vpl

g2
()% = (B

P
SI
v

und setzen wir zur Abkiirzung

SQ+S’QI+S”Q“+ cee =,
so ergiebt, da auch nach der neuen Erweiterung des Legendre’-
schen Symbols stets

G =G

ist, die Multiplication aller dieser Gleichungen folgendes Resultat
" ’ ] m&_ﬂi
> (i)(—s—,><-s—,,>e £
P/ AP/ \D

@
= (.Z.)f/.(p—l)u Vo' D%+ Yu(p"—124 2 Y P, '
wo VP wieder positiv zu nehmen ist, und das Summenzeichen lin-.
ker Hand sich aufalle pp'p"” . .. = P Combinationen aller Werthe

von s, §', s” ... bezieht. Zunichst leuchtet nun ein, dass je zwei

verschiedenen dieser Combinationen auch zwei nach dem Modulus

P incongruente Werthe von m entsprechen; denn aus
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sQ+sQ+"Q'+ .- =tQ+¢Q +t"Q"+ - - - (mod. P)

wiirde, da @', Q" ... simmtlich = 0 (mod. p) sind, folgen, dass
sQ =t ¢ (mod. p),
und, da @ relative Primzahl zu p ist, auch
s =t (mod. p)
wiire; dhnlich wiirde aus derselben Annahme gleichzeitig
s =1t (mod. p); s =1t" (mod. p") ...

folgen, so dass also die beiden Combinationen s, s', s” ... und
t, ¢, ¢ ... identisch widren. In der That durchliuft also m ein

vollstiindiges Restsystem in Bezug auf den Modulus P. Ferner
ist nun

(3) = (LHILEIC L) (9 - (5) (2)

und ebenso

F =@ G =) G-

folglich auch, wenn man alle diese Gleichungen multiplicirt,

()= GG GG

Multiplicirt man daher beide Seiten der obigen Gleichung (2) mit

IICIRE
(5% = (9 €) () -(Bpoorn

wo rechts zur Abkiirzung

g
) (Y (5 (5

gesetzt ist. Da nun ferner

(-t

so erhilt man

\_/‘
—~
<R
N——"

<

S
N—

N N
'S‘I*a‘
N

.................
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ist, so erhilt man durch Multiplication

(D F) ) =n()(5)

wo das Productzeichen IT sich auf alle méglichen Paare von je

zwei verschiedenen Primzahlen p, p’ bezieht. Da nun nach dem
Reciprocititssatze

<__> ( P > — )% hr'—1) — hO—D @'—D

ist, so erhalt man

(_Q_> (;Q_'> (QL:) == YD RO
P/ AP/ D

wo das Summenzeichen rechter Hand sich. wieder auf alle Combi-
nationen von je zwei verschiedenen Primzahlen p, p' bezieht; es

ist ferner
p—-l)“’ Y
pX (—-—2 +23X 5 T

_(p—1 =1 p"—1 )“’

2hni

x(3) " =

Da endlich (vergl. §. 46)

P=(1+@—-)>0+@—-1)0+0"=1)...
=14+p—D+@—D+@'—D+- - (mod 4)
und folglich ‘

P—1_p—1 p—1 p'—1
3 :2—}—‘2-{—2 + (mod. 2)

und hieraus

P—1\_ /p—1 p'—1 p'—1 )“’

(2 >_—_< 3 + 3 + 5 (mod. 4)
ist, so ergiebt sich schliesslich

m mg’-'—-m h
S (= — ( — ) YaP—12
2 ()7 =(p)nemve

worin der zu beweisende Satz besteht. Nimmt man A=0 (mod. P),
so erhilt man wieder den (in §. 52. I. bewiesenen) Satz

2 ()=

folglich
( g)ﬂvm»—n +RO'=D+- P Y P,




