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§ 112.

Wir beschiftigen uns nun mit den beiden folgenden bestimm-
ten Integralen

e tol
P :/cos (¥ dzx, q =/ sin (z?) d;

dass dieselben wirklich bestimmte endliche Werthe besitzen, ob-
gleich die Functionen unter den Integralzeichen fiir unendlich grosse
Werthe von 2 nicht unendlich klein werden, erkennt man leicht
durch die Transformationen

p = 2/ cos (2?) dz _jcosu dy

q__2/sm(x2)dx /smyd

denn zerlegt man das ganze unendliche Integrationsgebiet der
positiven Variabeln y in solche Intervalle, in deren jedem die un-
ter dem Integralzeichen befindliche Function ihr Zeichen nicht
dndert, so ergiebt sich, dass die Bestandtheile, welche diesen In-
tervallen entsprechen, eine unendliche Reihe bilden, deren Glieder
abwechselnde Zeichen haben und dem absoluten Werthe nach
bestindig und zwar ins Unendliche abnehmen; woraus folgt, dass
diese Reihe, sowohl bei dem Integrale p, wie bei ¢, eine conver-
gente ist. TFiir unsern Zweck geniigt dieser Nachweis der End-
lichkeit von p und ¢; die numerischen Werthe dieser Integrale
werden sich von selbst aus der folgenden Untersuchung ergeben*).

Beide Integrale bilden npe specielle Félle des folgenden

*) Dirichlet: Recherches sur diverses appl. ete. §. 9. Vergl. Dirichlet:
Sur V'usage des intégrales définies dans la sommation des séries finies ou
nfinies (Crelle’s Journal XVII).
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+o
A=/cos(6+x?)dx — pcosd—gsind,

wo 0 eine beliebige Constante bedeutet; bezeichnen wir ferner mit
o eine beliebige positive Constante und mit Ve die positiv ge-
nommene Quadratwurzel aus o, so ergiebt sich, wenn man die
Integrationsvariabele z durch 2 Ve ersetzt, folgende Gleichung
4
% = [ cos 0+ ez dz
(wire Vo negativ, so miisste man auch in dem Integrale rechter
Hand die beiden Grenzen mit einander vertauschen). Wir fithren
nun eine zweite positive Constante 8 ein, und zerlegen das vor-
stehende Integral in unendlich viele Bestandtheile von der Form
(s+1)8
fcos 0+ az?)dz,
B
wo fiir s successive alle ganzen Zahlen von — o bis 4 o ein-
zusetzen sind ; in jedem einzelnen solchen Integrale ersetzen wir die
Integrationsvariabele & durch sg + x, wodurch es in das folgende
iibergeht
B
fcos 0+ as?B2+ 2asfz + az?) da.
0
Wir verfiigen nun iiber die beiden bis jetzt ganz willkiirlichen po-
sitiven Constanten o und 8 folgendermaassen: unter s verstehen
wir irgend eine positive ganze Zahl, und setzen «f? = 2mm,
2aff = 1, d. h. also

1
ﬁ — 4m’z, [ Ay m'
Da nun s eine ganze Zahl ist, so wird
cos (0 4 as?f? 4+ 2asfz + ax?) = cos (0 + sz + ax?)
z? . x?
= o8 (6 + m) cos Sz — sin (6—}- Fyy
und folglich ‘

) sin sz,
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(s+1)8
/cos (0 + ax?)dx
B

4m7T 4m7T

:/cos (6 + S;I:n)cos szdx ——Jsin (6 + 3‘?’%5) sin sz dz.
Das zweite Integral rechter Hand, welches unter dem Integral-
zeichen den Factor sin sz enthilt, verschwindet offenbar fiir s =0,
und nimmt fiir je zwei gleiche, aber entgegengesetzte Werthe von
s ebenfalls gleiche, aber entgegengesetzte Werthe an. Summiren
wir daher den vorstehenden Ausdruck fiir alle ganzen Zahlwerthe
s von —w bis 4 o, so ergiebt sich

4m7r

A +2 x?
Vo = 4)8mmn :_Ewofcos<6+m> cosszdzx.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nun genau so gebaut wie in
dem Satze am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen; setzen
wir zur Abkiirzung

x2
fx) = cos<6 {—m ,

so erhalten wir

4V8mn =2 (}f(0)+f27) + - +f(2(2m — 1)7) +-1f (4mm))s
wo links die Quadratwurzel

— 1
Vemr = Va

positiv zu nehmen ist. Nun ist ferner, wenn s irgend eine ganze
Zahl bedeutet,

f@mm 4 2sn) = f(2s7),

also

fQ@2sm) =3fQ2sm) +if(dmm 4 2s7);

mithin kann die in den Parenthesen eingeschlossene Summe auch

. in die Form

12 fQ2sm)
gebracht werden, wo der Buchstabe s die Zahlen
0,1,2...(dm—1)
oder irgend ein anderes vollstindiges Restsystem in Bezug auf den
Modul 4 durchlaufen muss; und man erhilt also
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oy 7
AV8mnm = = S cos <8 + s? %>

Setzt man ferner 4m = n, so dass n irgend eine ganze poe?:
sitive, aber durch 4 theilbare Zahl bedeutet, und bezeichnet man-
mit ¥V und Viz die positiv genommenen Quadratwurzeln aus » und
17, so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an

AVn =Vix - 3 cos (6+s’-27“),

wo s ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul #» durch-
laufen muss. Nun ist

4 = pcosd — gsiné,
wo p, q die obigen Integralwerthe bedeuten, die von % und dem
wiltkiirlichen & ganz unabhingig sind; wir konnen daher p und ¢
durch eine specielle Annahme fiir #, am einfachsten durch die An-
nahme 5 == 4 bestimmen; auf diese Weise erhalten wir

2 (p cos & — gsind) = 2 (cos d — sind) Viax,
und in Folge der Willkiirlichkeit von ¢
P =9=Vin.
Nachdem so die Werthe von p und ¢ gefunden sind, nimmt unsere
obige Gleichung folgende Gestalt an

2 cos (6 + 32—2-7{5) = (cos d - sind) Vn,
und sie zerfillt in die beiden folgenden:

S cos (s2 2;_‘) = Vn

. 2n

5 227\ .

> sin (s n) Vn;
hierin bedeutet also » jede beliebige ganze positive Zahl, welche
= 0 (mod. 4) ist, und Vn die positiv genommene Quadratwurzel
aus n. Bezeichnet man zur Abkiirzung V—1 mit ¢, und, wie ge-
wohnlich, mit e die Basis des natiirlichen Logarithmensystems, so
kann man beide Gleichungen in die eine Gleichung

o 23 .
e » =0+49)Vn

zusammenziehen, in welcher der Buchstabe s ein vollstdndiges Rest-
system (mod. ») zu durchlaufen hat.



