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§. 113.

Wir wollen jetzt Summen betrachten, welche die vorstehende
als speciellen Fall enthalten; wir bezeichnen mit » irgend eine
ganze positive Zahl, mit % irgend eine positive oder negative ganze
Zahl, und setzen zur Abkiirzung

PRy
e "= 'P(h, ”)’
wo der Summationsbuchstabe s irgend ein vollstandiges Restsystem
in Bezug auf den Modulus % durchlaufen muss. Mit Hiilfe dieser
Bezeichnungsweise kénnen wir den im vorigen Paragraphen be-
wiesenen Satz in folgender Weise ausdriicken:
9o(,n) = (1414 Vn, wenn = = 0 (mod. 4).

Der Ausdruck ¢(h,n) besitzt nun die folgenden drei Eigen-

schaften:

1. Ist h = ' (mod. n), so ist
¢ (h, m) = @ (', n);
dies folgt unmittelbar daraus, dass fiir jeden ganzzahligen Werth
von s stets

o2 G
e " =—¢ "
ist.
2. Ist a relative Primzahl gegen n, so ist
¢ (ha?, n) = 9 (b, n);
denn es ist

(as)? 2hTTe

pthat,n) =3 e ">
und wenn s ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul » durch-
lduft, so gilt (nach §. 18) dasselbe von as.
3. Sind m, n irgend zwei relative Primzahlen, und beide po
sitiv, so ist
@ (hm, n) @ (hn, m) = @ (h, mn).

Es ist nimlich
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@ (hm, n)=2es_"~, pthn,m=3e ™,

wo die Buchstaben s, ¢ vollstindige Restsysteme resp. in Bezug
auf die Moduln %, m durchlaufen miissen; und folglich ist
ms2  nt2 .
@ (hm, n) p(hn, m) =3I e Wt "')m"a
wo das Summenzeichen rechter Hand sich auf alle m» Com-
binationen jedes Werthes von s mit jedem Werthe von ¢ bezieht.
Da nun '
ms® | mi? (ms+nt)*

23t
" m mn

ist, und alle Multipla von 2 x¢ im Iixponenten fortgelassen werden
konnen, so ist auch

(ms+nt)’ﬂ-7-l—l

o (hm,n) @ (hn, m) =3 e mn
wo das Summenzeichen sich wieder auf siimmtliche Werthe von s
und ¢ bezieht. Setzt man nun

ms + nt =,

so nimmt 7, wenn s und # alle ihnen zukommenden Werthe durch-
laufen, im Ganzen mu Werthe an, und zwar sind diese alle incon-
gruent nach dem Modulus m#»; denn aus
ms + nt = ms' + nt' (mod. mn)
folgt )

ms = ms' (mod. n), nt = nt’ (mod. m)
und folglich, da m und n relative Primzahlen sind,

s = s (mod. n), t=+¢ (mod. m);

d. h. die Zahl # nimmt nur dann Werthe an, welche nach dem
Modul mn congruent sind, wenn die Werthe von s congruent nach
dem Modul », und gleichzeitig die Werthe von ¢ congruent nach
dem Modul m sind. Den m#u verschiedenen Combinationen von
s und ¢ correspondiren daher mn Werthe von 7, welche nach
dem Modul m#» incongruent sind, und folglich bilden diese Werthe
von r ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul mn. Es ist
folglich
pa2hmé
@ hm, n) plhn,m) =3 e mn = ¢ (h, mn),

was zu beweisen war.



