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Suminen von Gauss. 291

§. 114,

Mit Hiilfe dieser Siitze konnen wir nun den Werth von ¢ (1,#),
welcher fiir den Fall, dass » = 0 (mod. 4) ist, schon in §. 112
gefunden ist, auch fiir alle andern Werthe der Zahl » bestimmen.
Ist zuniichst » irgend eine ungerade Zahl, so nehmen wir in dem
letzten Satz des vorigen Paragraphen

h=1, m= 4,
und erhalten
P4, n) @ (n, 4) = @ (1, 4n);
nun ist nach dem zweiten Satze des vorigen Paragraphen
P4 n) = @24 n) = ¢, n);
ferner ist
p(n, 4) = 2(1 4+ 1),
und nach dem in §. 112 gefundenen Resultat
 @(Ldn) = (1 +9) Vin = 201 +9) Va,
wo die Quadratwurzel Vn wieder positiv genommen werden muss.
Hieraus ergiebt sich also

p,n) .20 +i) =2(1+14) Vn

oder
o(l,n) = % Vau;
Je nachdem nun % = 1 oder = 3 (mod. 4) ist, wird
" =14 oder =—=—1
und folglich
144
+ 7

=1 oder =

::'i,

4+
1 —

s

p—

also
p(l,n) = Vn oder = iVn;
diese beiden Fille lassen sich aber in die eine Formel
o (1, n) = =102 Yy
zusammenfassen,
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Ist endlich » durch 2, aber nicht durch 4 theilbar, also das
Doppelte einer ungeraden Zahl, so setzen wir in dem dritten Satze
des vorigen Paragraphen h = 1, ferner m — 2, und ! statt »,
wodurch allen Bedingungen desselben Geniige geschieht, und er-
halten *

'p(2a .'le'n’) ‘P(%na 2) - (P(l, ”);
nun ist aber
@ ('lé'n” 2) =0,
und folglich auch

o(l,n) = 0.

Wir wollen die so gewonnenen Resultate in folgender Tabelle
zusammenfassen :

9o(l,n) = (1+4)Vn, wenn n = 0 (mod. 4)
@ (1, n) = 6= VYn, wenn n =1 (mod. 2)
o (1, n) =0, wenn n = 2 (mod. 4).

Von der grossten Wichtigkeit ist aber die Bemerkung, dass die in
den beiden ersten Formeln vorkommende Quadratwurzel Va durch-
aus positiv genommen werden muss, wie es sich bei der Unter-
suchung in §.°112 herausgestellt hat. Ohne diese nihere Be-
stimmung wiirden die vorstehenden Sétze sich auf viel einfachere
Art beweisen lassen; Gauss wurde zuerst in seiner Theorie der
Kreistheilung auf die Betrachtung solcher Summen gefiithrt*); es
ergiebt sich dort ohne Schwierigkeit der Werth des Quadrates der-
selben; der viel tiefer liegenden Bestimmung des Vorzeichens der
Quadratwurzel widmete er aber eine besondere Abhandlung**),
in welcher er auf einem, von dem hier (in §. 112) eingeschlagenen
ginzlich verschiedenen Wege, nimlich durch rein algebraische

Zerlegung dieser Summen in Producte, vollstindig zum Ziele ‘ge-
langte.

*) D. A. art. 356.
**) Summatio quarumdam serierum singularium. 1808,



