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§. 115.

*

Wir suchen nun den Werth von ¢ (h, ») auch fiir beliebige
Werthe von % zu bestimmen, beschrianken uns dabei aber auf den
Fall, dass » eine ungerade Primzahl ist, die wir mit p bezeichnen
wollen. Bezeichnen wir mit « die simmtlichen (p — 1) incon-
gruenten quadratischen Reste von p, mit 8 die }(p — 1) quadrati-
schen Nichtreste, so ist (nach §. 33)

siw “gh__ﬂ!'
e(h,p)=3%e » =1+4+23 ¢ 7;
da ferner

2hTi 2hTE

2h7Td
P =3¢ 7 =0

1+ 3¢ 7 +3e¢

ist, sobald A nicht durch p theilbar ist, so kinnen wir fiir diesen
Fall mit Benutzung des Legendre’schen Symbols

a?l‘l’.i ﬂ%’ﬂ' S 3%
tp(h,p)zze P —Ye P :2‘,(—1-)-)6 P
setzen, wo s die Werthe 1, 2 ... (p — 1) durchldguft. Da ferner
G =66 GE=
\p/ T \p/\p) \p/\p
ist, so wird
27

pinp) = (L) s ()7 ‘

oder, da A nicht theilbar durch p ist, und folglich ks gleichzeitig
mit s ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul p durchléuft
(mit Ausschluss der Zahl = 0),

= (52 () 7%,

fir o = 1 ergiebt sich

i
pp=3(3)"
und folglich (nach §. 114)

o0 =(L) g, =(2) T,
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wo die Quadratwurzel Vp wieder positiv zu nehmen ist. (Weun
h durch p theilbar ist, 'so ergiebt sich unmittelbar aus der Defi-
nition dicser Summen ¢ (k, p) = p.)

Aus,dem vorstehenden Resultate in Verbindung mit dem drit-
-ten Satze des §. 113 lisst sich nun auf ganz einfache Weise das
Reciprocitiitsgesetz in der Theorie der quadratischen Reste (§. 42)

fiir je zwei positive ungerade Primzahlen p und ¢ ableiten. Es ist
némlich

(g, p) = <%> =0 Yp,

und ebenso
9 (pg) = (%) g,
und nach dem vorhergehenden Paragraphen

¢ (1, pg) = e Vpg,
und zwar sind alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen, woraus
folgt, dass

Vg =VpVq
ist. Nach dem dritten Satze des §. 113 ist nun
9 ® 9 9@p) =909,
folglich

(%) (E_)iv«pv VY1 Yp Vg = =12V pg,
p .

und also
B @-»
q/ \p

wo zur Abkiirzung 4 fiir

(pq—1)7—(p4~1)2~(q—1)’: pgl q—; {(p +1)(q +1)—2}

gesetzt ist; da nun
(p+1) @+1) —2=2 (mod 4)
ist, so erhalten wir
(2) <l> — (O —1) — (— 1)%o—D. kgD
q/\p.

womit der Reciprocititssatz von Neuem bewiesen ist. Dieser Be-
weis riihrt ebenfalls von Gauss her*).

*) Summatio guarumdam serierum singularium. 1808.
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Auf ganz dhnliche Art lassen sich die Sitze (§§. 40, 41) iiber
die Zahlen — 1 und 2 beweisen. Aus dem obigen Satze

)/ AW ;
o (h, p) =<1—:> o1, p) = (%) (=12 Y p

folgt ndmlich .

p(—1,p) = <—_;2—1) =Y s

andererseits ist
2271(—-1')

p(—1L,p =2 e v )
und hieraus folgt, dass ¢ (— 1, p) durch Vertauschung von i mit
— ¢ aus @ (1, p) hervorgeht, dass also -

9 (— 1, p) = (— Ko Vp
ist; durch Vergleichung dieser beiden Ausdriicke, in denen Vp
beide Male positiv zu nehmen ist, ergiebt sich aber

I\ (e — (— 1)ko-D,
) (=1 (=1

Setzen wir ferne1 in dem dritten Satz des §. 113

h=1 m=28, n=nyp,
so erhalten wir

i (8, p) ¢(p 8) = 9 (1, 8p);
nun ist aber

P (L, 8p) = (1+1) V8p = dVp . eV,

P (p, 8) = 4¢hrm, ‘
ferner (nach dem zweiten Satze des §. 113)
P ) =92.24p) =9 p),

P8 p) = <—5—) p(l,p = (5—) e Vs

setzen wir diese Werthe fiir ¢ (8, p), ¢ (p, 8) und ¢ (1, 8p) in die
vorangehende Gleichung ein, so erhalten wir

(p3> oY | 4 eMemi — 4 Yp . eV,

und hieraus folgt leicht

ferner

d. h.

2 ) ‘ .
2\ = 1)Y=, - K
(_p ( ) s ! P | P e
Auf diese Weise sind alle Hauptsiitze der Theorie der quadratl-
schen Reste von Neuem bewiesen. '
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