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296 Supplement .

§. 116.

Fiir den Fall, dass p eine ungerade Primzahl, und irgend
eine durch p nicht theilbare ganze Zahl ist, haben wir im vorigen
Paragraphen folgende Gleichung erhalten

2hmi
S\ = h
pX (‘1‘7‘) e ?r = (}T) 9 (1, p),
welche, wenn man den fiir ¢ (1, p) gefundenen Werth einsetzt, in
die folgende iibergeht:

S o 20m h
x(3) e =) memr ()

soll dieselbe auch fiir den vorher ausgeschlossenen Fall, in welchem
h = 0 (mod. p) ist, ihre Giiltigkeit behalten, so miissen wir iiber-
einkommen, immer :
(12) =0
b

zu setzen, wenn % durch p theilbar ist; denn die linke Seite der

Gleichung wird

‘ 5(3)=o '
p

weil die Anzahl der quadratischen Reste genau gleich ist der An-
zahl der quadratischen Nichtreste. Nach dieser Erweiterung des
von Legendre eingefiihrten Zeichens wird ferner, wenn man an der
in §. 46 gegebenen Erklirung des Jacobi’schen Symbols fest-

halt, stets
m
(3)=0

wenn m keine relative Primzahl zu P ist.

Die Gleichung (1) gilt jetzt allgemein fiir Jede positive unge-
rade Primzahl p, wenn A irgend eine ganze Zahl bedeutet, und die
Summation linker Hand darf auch auf die Zahlclasse s = 0 (mod. p)
ausgedehnt werden. Wir wollen nun zeigen, dass dieser Satz iiber
ungerade positive Primzahlen p sich genau in derselben Fassung
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auch auf jede positive ungerade zusammengesetzte Zahl P iiber-
tragen liisst, welche durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar
ist. Wir setzen also

P=ppp”...
wo p, p', p" ... lauter positive ungerade und von einander ver-

schiedene Primzahlen bedeuten, und fiihren der Bequemlichkeit

halber folgende Bezeichnung ein:
P P P
?::Q, __pT=Q,,F=Q”...

Schreiben wir nun fiir jede der Primzahlen p, p', p” . . . die obige
Gleichung (1) auf:
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und setzen wir zur Abkiirzung

SQ+S’QI+S”Q“+ cee =,
so ergiebt, da auch nach der neuen Erweiterung des Legendre’-
schen Symbols stets

G =G

ist, die Multiplication aller dieser Gleichungen folgendes Resultat
" ’ ] m&_ﬂi
> (i)(—s—,><-s—,,>e £
P/ AP/ \D

@
= (.Z.)f/.(p—l)u Vo' D%+ Yu(p"—124 2 Y P, '
wo VP wieder positiv zu nehmen ist, und das Summenzeichen lin-.
ker Hand sich aufalle pp'p"” . .. = P Combinationen aller Werthe

von s, §', s” ... bezieht. Zunichst leuchtet nun ein, dass je zwei

verschiedenen dieser Combinationen auch zwei nach dem Modulus

P incongruente Werthe von m entsprechen; denn aus
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sQ+sQ+"Q'+ .- =tQ+¢Q +t"Q"+ - - - (mod. P)

wiirde, da @', Q" ... simmtlich = 0 (mod. p) sind, folgen, dass
sQ =t ¢ (mod. p),
und, da @ relative Primzahl zu p ist, auch
s =t (mod. p)
wiire; dhnlich wiirde aus derselben Annahme gleichzeitig
s =1t (mod. p); s =1t" (mod. p") ...

folgen, so dass also die beiden Combinationen s, s', s” ... und
t, ¢, ¢ ... identisch widren. In der That durchliuft also m ein

vollstiindiges Restsystem in Bezug auf den Modulus P. Ferner
ist nun

(3) = (LHILEIC L) (9 - (5) (2)

und ebenso

F =@ G =) G-

folglich auch, wenn man alle diese Gleichungen multiplicirt,

()= GG GG

Multiplicirt man daher beide Seiten der obigen Gleichung (2) mit

IICIRE
(5% = (9 €) () -(Bpoorn

wo rechts zur Abkiirzung
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gesetzt ist. Da nun ferner
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so erhilt man
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ist, so erhilt man durch Multiplication

(D F) ) =n()(5)

wo das Productzeichen IT sich auf alle méglichen Paare von je

zwei verschiedenen Primzahlen p, p’ bezieht. Da nun nach dem
Reciprocititssatze

<__> ( P > — )% hr'—1) — hO—D @'—D

ist, so erhalt man

(_Q_> (;Q_'> (QL:) == YD RO
P/ AP/ D

wo das Summenzeichen rechter Hand sich. wieder auf alle Combi-
nationen von je zwei verschiedenen Primzahlen p, p' bezieht; es

ist ferner
p—-l)“’ Y
pX (—-—2 +23X 5 T

_(p—1 =1 p"—1 )“’

2hni

x(3) " =

Da endlich (vergl. §. 46)

P=(1+@—-)>0+@—-1)0+0"=1)...
=14+p—D+@—D+@'—D+- - (mod 4)
und folglich ‘

P—1_p—1 p—1 p'—1
3 :2—}—‘2-{—2 + (mod. 2)

und hieraus

P—1\_ /p—1 p'—1 p'—1 )“’

(2 >_—_< 3 + 3 + 5 (mod. 4)
ist, so ergiebt sich schliesslich

m mg’-'—-m h
S (= — ( — ) YaP—12
2 ()7 =(p)nemve

worin der zu beweisende Satz besteht. Nimmt man A=0 (mod. P),
so erhilt man wieder den (in §. 52. I. bewiesenen) Satz

2 ()=

folglich
( g)ﬂvm»—n +RO'=D+- P Y P,




